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1 第十一届全国大学生数学竞赛预赛 (2019年非数学类)

一、填空题 (满分 30分,共 5小题,每小题 6分)

(1) limx→0
ln(esin x+ 3√1−cosx)−sinx

arctan(4 3√1−cosx) =_______________

(2)设隐函数 y = y(x)由方程 y2(x− y) = x2所确定，则
∫ dx

y2
=_______________

(3)定积分
∫ π

2

0
ex(1+sinx)
1+cosx dx =_______________

(4)已知 d u(x, y) = ydx−xdy
3x2−2xy+3y2

,则 u(x, y) =_______________

(5)设 a, b, c, µ > 0,曲面 xyz = µ与曲面 x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1相切,则 µ =_______________

二、(满分 14分)计算三重积分
∫∫∫

Ω
xyz
x2+y2

dxdydz,其中 Ω是由曲面 (x2 + y2 + z2)
2
=

2xy围成的区域在第一卦限部分.

三、(满分 14 分) 设 f(x) 在 [0,+∞) 上可微, f(0) = 0, 且存在常数 A > 0, 使得

|f ′(x)| ≤ A|f(x)|在 [0,+∞)上成立,试证明在 (0,+∞)上有 f(x) ≡ 0.

四、(满分 14分)计算积分 I =
∫ 2π

0
dϕ
∫ π
0
esin θ(cosϕ−sinϕ) sin θdθ

五、(满分 14分)设 f(x)是仅有正实根的多项式函数,满足 f ′(x)
f(x)

= −
∑+∞

n=0 cnx
n 证明:

cn > 0(n ≥ 0),极限 limn→+∞
1

n
√
cn
存在,且等于 f(x)的最小根.

六、(本题满分 14 分) 设 f(x) 在 [0,+∞) 上具有连续导数, 满足 3 [3 + f 2(x)] f ′(x) =

2 [1 + f 2(x)]
2
e−x

2
,且 f(0) ≤ 1证明：存在常数M > 0,使得 x ∈ [0,+∞)时，恒有 |f(x)| ≤M
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1.1 参考答案

一、(1)原式 =

= limx→0
(esin x−1)+ 3√1−cosx

4 3√1−cosx − limx→0
sinx

4 3√1−cosx

= limx→0
(esin x−1)

4
(

x2

2

)1/3 +
1
4
− limx→0

sinx

4
(

x2

2

)1/3 = 1
4
= 1

4

(2) 设隐函数 y = y(x) 由方程 y2(x − y) = x2 所确定，则
∫

dx
y2

= 3y
x
− 2 ln

∣∣ y
x

∣∣ + C.

解: 令 y = tx, 则 x = 1
t2(1−t) , y = 1

t(1−t) , dx = −2+3t
t3(1−t)2dt, 这样,

∫
dx
y2

=
∫ −2+3t

t
dt =

3t− 2 ln |t|+ C = 3y
x
− 2 ln

∣∣ y
x

∣∣+ C.

(3)定积分
∫ π

2

0
ex(1+sinx)
1+cosx dx = e

π
2 .

解 :

∫ π
2

0

ex(1 + sinx)
1 + cosx

dx =

∫ π
2

0

ex

1 + cosx
dx+

∫ π
2

0

sinx
1 + cosx

dex

=

∫ π
2

0

ex

1 + cosx
dx+

sinxex

1 + cosx

∣∣∣∣π2
0

−
∫ π

2

0

ex
cosx(1 + cosx) + sin2 x

(1 + cosx)2
dx

=

∫ π
2

0

ex

1 + cosx
dx+

sinxex

1 + cosx

∣∣∣∣π2
0

−
∫ π

2

0

ex

1 + cosx
dx = e

π
2

(4)已知 du(x, y) = ydx−xdy
3x2−2xy+3y2

,则 u(x, y) = 1
2
√
2
arctan 3

2
√
2

(
x
y
− 1

3

)
+C.解: du(x, y) =

ydx−xdy
3x2−2xy+3y2

=
d(x

y )
3(x

y )
2
− 2x

y
+3

= 1
2
√
2
d arctan 3

2
√
2

(
x
y
− 1

3

)
所以, u(x, y) = 1

2
√
2
arctan 3

2
√
2

(
x
y
− 1

3

)
+

C.

(5)设 a, b, c, µ > 0,曲面 xyz = µ与曲面 x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1相切 ,则 µ = abc

3
√
3
. 解：根据

題意有: yz = 2x
a2
λ, xz = 2y

b2
λ, xy = 2z

c2
λ,以及 µ = 2λx

2

a2
, µ = 2λy

2

b2
, µ = 2λ z

2

c2
, 从而得:

µ = 8λ3

a2b2c2
, 3µ = 2λ,联立解得: µ = abc

3
√
3
.

二、采用“球面坐标”计算，并利用对称性，得

I = 2

∫ π
4

0

dθ
∫ π

2

0

dφ
∫ √

2 sinφ
√
sin θ cos θ

0

ρ3 sin2 φ cos θ sin θ cosφ
ρ2 sin2 φ

ρ2 sinφdρ

= 2

∫ π
4

0

sin θ cos θdθ
∫ π

2

0

sinφ cosφdφ
∫ √

2 sinφ
√
sin θ cos θ

0

ρ3dρ

= 2

∫ π
4

0

sin3 θ cos3 θdθ
∫ π

2

0

sin5 φ cosφdφ

=
1

4

∫ π
4

0

sin3 2θdθ
∫ π

2

0

sin5 φd(sinφ)

=
1

48

∫ π
2

0

sin3 tdt =
1

48
· 2
3
=

1

72
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三、证明: 设 x0 ∈
[
0, 1

2A

]
, 使得 |f (x0)| = max

{
| f(x)∥x ∈

[
0, 1

2A

]}
,

|f (x0)| = |f(0) + f ′(ξ)x0| ≤ A |f (x0)|
1

2A
=

1

2
|f (x0)| , 只有 |f (x0)| = 0

故当 x ∈
[
0, 1

2A

]
时, f(x) ≡ 0. 递推可得，对所有的 x ∈

[
k−1
2A
, k
2A

]
, k = 1, 2, · · · · · · ,均

有 f(x) ≡ 0.

四、解：设球面 Σ : x2 + y2 + z2 = 1,由球面参数方程

x = sin θ cosϕ, y = sin θ sinϕ, z = cos θ

知 dS = sin θdθdϕ,所以，所求积分可化为第一型曲面积分

I =

∫∫
Σ

ex−ydS

设平面 Pt :
x−y√

2
= t,−1 ≤ t ≤ 1,其中 t为平面 Pt被球面截下部分中心到原点距离. 用平

面 Pt分割球面 Σ,球面在平面 Pt, Pt+dt之问的部分形如圆台外表面状，记为 Σt,dt.被积函数

在其上为 ex−y = e
√
2t.由于 Σt,dt 半径为 rt =

√
1− t2,半径的增长率为 d

√
1− t2 = −tdt√

1−t2 就

是 Σt,dt上下底半径之差. 记圆台外表面斜高为 ht,则由微元法知 dt2 +
(
d
√
1− t2

)2
= h2t ,得

到 ht =
dt√
1−t2 ,所以 Σt,dt的面积为 dS = 2πrtht = 2πdt

I =

∫ 1

−1

e
√
2t2πdt =

2π√
2
e
√
2t

∣∣∣∣1
−1

=
√
2π
(
e
√
2 − e−

√
2
)

五、证明: � f(x)为仅有正实根的多项式，不妨设 f(x)的全部根为 0 < a1 < a2 <

· · · < ak,这样

f(x) = A (x− a1)
r1 · · · (x− ak)

rk

其山 ri为对应根 ai的重数 (i = 1, · · · , k, rk ≥ 1).

f ′(x) = Ar1 (x− a1)
r1−1 · · · (x− ak)

rk + · · ·+ Ark (x− a1)
r1 · · · (x− ak)

rk−1

所以, f ′(x) = f(x)
(

r1
x−a1 + · · ·+ rk

x−ak

)
, 从而 , −f ′(x)

f(x)
= r1

a1
· 1
1− x

a1

+ · · ·+ rk
ak

· 1
1− x

ak

若|x| < a1, 则

−f ′(x)
f(x)

= r1
a1

·
∑∞

n=0

(
x
a1

)n
+ · · ·+ rk

ak
·
∑∞

n=0

(
x
ak

)n
=
∑∞

n=0

(
r1

a1n+1
+ · · ·+ rk

akn+1

)
xn

而 −f ′(x)
f(x)

=
∑∞

n=0 cnx
n,有幂级数的唯一性知

cn =
r1

a1n+ 1
+ · · ·+ rk

akn+ 1
> 0
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cn
cn+1

=
r1

a1+1
+···+ rk

akn+1
r1

a1n+2
+···+ rk

akn+2

= a1 ·
r1+···+

(
a1
ak

)n+1
rk

r1+···+
(

a1
ak

)n+2

rk

limn→∞
cn
cn+1

= a1 · r1+0+···+0
r1+0+···+0

= a1 > 0, limn→∞
cn+1

cn
= 1

a1

limn→∞
1
n
·
(
ln c2

c1
+ · · ·+ ln cn+1

cn

)
= ln 1

a1

n
√
cn = e

ln cn
n = e

ln c1
n

+ 1
n

(
ln c2

c1
+···+ln cn+1

cn

)
→ e

ln 1
a1 = 1

a1
.

从而，limn→∞
1

n
√
cn

= a1,即 f(x)的最小正根.

六、证明: 由于 f ′(x) > 0,所以 f(x)是 [0,+∞)上的严格增函数， 故 limx→+∞ f(x) =

L( 有限或为 +∞). 下面证明 L ̸= +∞. 记 y = f(x), 将所给等式分离变量并积分得∫
3+y2

(1+y2)2
dy = 2

3

∫
e−x

2dx,即

y

1 + y2
+ 2 arctan y =

2

3

∫ x

0

e−t
2dt+ C

其中C = f(0)
1+f2(0)

+2 arctan f(0),若L = +∞,则对上式取极限 x→ +∞,并利用
∫ +∞
0

e−t
2dt =

√
π
2
,得 C = π −

√
π
3

另一方面, 令 g(u) = u
1+u2

+ 2 arctanu, 则 g′(u) = 3+u2

(1+u2)2
> 0, 所以函数 g(u) 在

(−∞,+∞)上严格单调增加. 因此 ,当 f(0) ≤ 1时 , C = g(f(0)) ≤ g(1) = 1+π
2
, 但

C > 2π−
√
π

2
> 1+π

2
,予盾, 这就证明了 limx→+∞ f(x) = L为有限数.

最后，取M = max{|f(0)|, |L|},则 |f(x)| ≤M, ∀x ∈ [0,+∞).
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2 第十届全国大学生数学竞赛预赛 (2018年非数学类)

一、填空题 (本题共 4个小题,每小题 6分,共 24分 )

(1)设 α ∈ (0, 1),则 limn→∞ ((n+ 1)a − na) = _______________

(2)若曲线 y = y(x)由

 x = t+ cos t,

ey + ty + sin t = 1
确定,则此曲线在 t = 0对应点处的切线

方程为 _______________

(3)
∫ ln(x+

√
1+x2)

(1+x2)3/2
dx = _______________

(4) limx→0
1−cosx

√
cos 2x 3√cos 3x
x2

= _______________

二、( 8分)设函数 f(t)在 t ̸= 0时一阶连续可导,且 f(1)− 0,求函数 f (x2 − y2) ,使得

曲线积分
∫
L
[y (2− f (x2 − y2))] dx + xf (x2 − y2) dy 与路径无关,其中 L为任一不与直线

y = ±x相交的分段光滑闭曲线。

三、(14分)设 f(x)在区间 [0,1]上连续,且 1 6 f(x) 6 3。证明:

1 6
∫ 1

0

f(x)dx
∫ 1

0

1

f(x)
dx 6 4

3

四、(12分)计算三重积分
∫∫∫

(V
(x2 + y2) dV ,其中 (V )是由 x2+y2+(z−2)2 > 4, x2+y2+

(z − 1)2 6 9, z > 0所围成的空心立体。

五、(14分)设 f(x, y)在区域 D内可微,且
√(

∂f
∂x

)2
+
(
∂f
∂y

)2
6 M◦A (x1, y1) , B (x2, y2

)是D内两点,线段 AB包含在D内。证明 : |f (x1, y1)− f (x2, y2)| 6M |AB|,其中 |AB|表

示线段 AB 的长度。

六、(14分)证明:对于连续函数 f(x) > 0,有 ln
∫ 1

0
f(x)dx >

∫ 1

0
ln f(x)dx0

七、(14分)已知 {ak} , {bk}是正项级数,且 bk+1 − bk > δ > 0, k = 1, 2, · · · , δ为一常数。

证明:若级数
∑∞

k=1 ak 收敛,则级数
∑∞

k=1

k k
√

(a1a2···ak)(b1b2···bk)
bk+1bk

收敛。
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2.1 参考答案

一、

(1)解 由于
(
1 + 1

n

)a
<
(
1 + 1

n

)
,则 (n+1)a−na = na

((
1 + 1

n

)a − 1
)
< na

((
1 + 1

n

)
− 1
)
=

1
n1−α ,于是 0 < (n+ 1)a − na < 1

n1−a ,应用两边夹法则 ,得 limn→+∞ ((n+ 1)a − na) = 0.

(2)解当 t = 0时 , x = 1, y = 0,对 x = t + cos t两边关于 t求导,得 dx
dt = 1 − sin t,故

dx
dt

∣∣
t=0

= 1.对 ey+ ty+sin t = 1两边关于 t求得,得 ey dydt +y+ t
dy
dt +cos t = 0,故 dy

dt

∣∣
t=0

= −1,

则 dy
dx

∣∣
t=0

=
dy
dt |t=0
dx
dt |t=0

= −1

(3)解法一：
∫ ln(x+

√
1+x2)

(1+x2)3/2
dx x=tan t

=
∫ ln(tan t+sec t)

sec t dt =
∫
ln(tan t+ sec t)d sin t

=
∫
ln(tan t+ sec t)d sin t = sin t ln(tan t+ sec t)−

∫
sin t dln(tan t+ sec t)

= sin t ln(tan t+ sec t)−
∫
sin t 1

tan t+sec t (sec
2 t+ tan t sec t) dt

= sin t ln(tan t+ sec t)−
∫ sin t

cos tdt

= sin t ln(tan t+ sec t) + ln | cos t|+ C

= x√
1+x2

ln
(
x+

√
1 + x2

)
− 1

2
ln (1 + x2) + C

解法二：∫ ln
(
x+

√
1 + x2

)
(1 + x2)3/2

dx =

∫
ln
(
x+

√
1 + x2

)
d

x√
1 + x2

=
x√

1 + x2
ln
(
x+

√
1 + x2

)
−
∫

x√
1 + x2

1

x+
√
1 + x2

(
1 +

x√
1 + x2

)
dx

=
x√

1 + x2
ln
(
x+

√
1 + x2

)
−
∫

x

1 + x2
dx

=
x√

1 + x2
ln
(
x+

√
1 + x2

)
− 1

2
ln
(
1 + x2

)
+ C

(4)解

lim
x→0

1− cosx
√
cos 2x 3

√
cos 3x

x2
= lim

x→0

[
1− cosx

x2
+
cosx(1−

√
cos 2x 3

√
cos 3x)

x2

]
=

1

2
+ lim

x→0

1−
√
cos 2x 3

√
cos 3x

x2

=
1

2
+ lim

x→0

[
1−

√
cos 2x
x2

+

√
cos 2x(1− 3

√
cos 3x)

x2

]
=

1

2
+ lim

x→0

[
1−

√
(cos 2x− 1) + 1x2

+

1− 3
√
(cos 3x− 1) + 1

x2

]
=

1

2
+ lim

x→0

1− cos 2x
2x2

+ lim
x→0

1− cos 3x
3x2

=
1

2
+ 1 +

3

2
= 3
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二、解设 P (x, y) = y (2− f (x2 − y2)) , Q(x, y) = xf (x2 − y2),由题设可知,积分与路径

无关,于是有 ∂Q(x,y)
∂x

= ∂P
∂y
,由此可知 (x2 − y2) f ′ (x2 − y2)+ f (x2 − y2) = 1。记 t = x2− y2,

则得微分方程 tf ′(t) + f(t) = 1,即 (tf(t))′ = 1,从而得 tf(t) = t + C.又 f(1) = 0,可得

C = −1,于是得 f(t) = 1− 1
t
,从而 f (x2 − y2) = 1− 1

x2−y2

三、证明由柯西不等式得
∫ 1

0
f(x)dx

∫ 1

0
1

f(x)
dx >

(∫ 1

0

√
f(x)

√
1

f(x)
dx
)2

= 1。又由于

(f(x)− 1)(f(x)− 3) 6 0,则 (f(x)− 1)(f(x)− 3)/f(x) 6 0,即

f(x) +
3

f(x)
6 4, 从而

∫ 1

0

(
f(x) +

3

f(x)

)
dx 6 4

由于 ∫ 1

0

f(x)dx
∫ 1

0

3

f(x)
dx 6 1

4

(∫ 1

0

f(x)dx+
∫ 1

0

3

f(x)
dx
)2

故 1 6
∫ 1

0
f(x)dx

∫ 1

0
1

f(x)
dx 6 4

3

四、解 (1) (V1) :

 x = r sinφ cos θ, y = r sinφ sin θ, z − 1 = r cosφ

0 6 r 6 3, 0 6 φ 6 π, 0 6 θ 6 2π

∫∫∫
(V1)

(
x2 + y2

)
dV =

∫ 2π

0

dθ
∫ π

0

dφ
∫ 3

0

r2 sin2 φ · r2 sinφdr = 8

15
· 35 · π

(2) (V2) :

 x = r sinφ cos θ, y = r sinφ sin θ, z − 2 = r cosφ

0 6 r 6 2, 0 6 φ 6 π, 0 6 θ 6 2π∫∫∫
(V2)

(x2 + y2) dV =
∫ 2π

0
dθ
∫ π
0
dφ
∫ 2

0
r2 sin2 φ · r2 sinφdr = 8

15
· 25 · π

(3) (V3) :

 x = r cos θ, y = r sin θ, 1−
√
9− r2 6 z 6 0,

0 6 r 6 2
√
2, 0 6 θ 6 2π∫∫∫

(V3)
(x2 + y2) dV =

∫∫
r63

√
2
rdrdθ

∫ 0

1−
√
9−r2 r

2dz =
∫ 2π

0
dθ
∫ 2

√
2

0
r3
(√

9− r2 − 1
)
dr =(

124− 2
5
· 35 + 2

5

)
π∫∫∫

(V )
(x2 + y2) dV =

∫∫∫
(V1)

(x2 + y2) dV −
∫∫∫

(V2)
(x2 + y2) dV −

∫∫∫
(V3)

(x2 + y2) dV =

256
3
π

五、证明 作辅助函数 φ(t) = f (x1 + t (x2 − x1) , y1 + t (y2 − y1)) ,显然 φ(t)在 [0,1]

上可导。根据拉格朗日中值定理,存在 c ∈ (0, 1),使得

φ(1)− φ(0) = φ′(c) =
∂f(u, v)

∂u
(x2 − x1) +

∂f(u, v)

∂v
(y2 − y1)

10



于是

|φ(1)− φ(0)| = |f (x2, y2)− f (x1, y1)| =
∣∣∣∣∂f(u, v)∂u

(x2 − x1) +
∂f(u, v)

∂v
(y2 − y1)

∣∣∣∣
6
[(

∂f(u, v)

∂u

)2

+

(
∂f(u, v)

∂v

)2
]1/2 [

(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2]1/2 6M |AB|

六、证明由于 f(x) 在 [0,1] 上连续, 所以
∫ 1

0
f(x)dx = limx→+∞

1
n

∑n
k=1 f (xk) , 其中

xk ∈
[
k−1
n
, k
n

]
.由不等式 (f (x1) f (x2) · · · f (xn))1/n 6 1

n

∑n
k=1 f (xk) ,根据 lnx的单调性有

1
n

∑n
k=1 ln f (xk) 6 ln

(
1
n

∑n
k=1 f (xk)

)
根据 lnx的连续性,两边取极限有

lim
n→∞

(
1

n

n∑
k=1

ln f (xk)

)
6 limlnn→∞

(
1

n

n∑
k=1

f (xk)

)
, 即得

∫ 1

0

ln f(x)dx 6 ln
∫ 1

0

f(x)dx

七、证明 令 Sk =
∑k

i=1 aibi,则 akbk = Sk − Sk−1, S0 = 0, ak =
Sk−Sk−1

bk
, k = 1, 2, · · ·

N∑
k=1

ak =
N∑
k=1

Sk − Sk−1

bk
=

N−1∑
K=1

(
Sk
bk

− Sk
bk+1

)
+
SN
bN

=
N−1∑
i=1

bk+1 − bk
bkbk+1

Sk +
SN
bN

>
N−1∑
k=1

δ

bkbk+1

Sk

所以
∑∞

k=1
Sk

bkbk+1
收敘。
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3 第九届全国大学生数学竞赛预赛 (2017年非数学类)

一、填空题 (本题共 6个小题,每小题 7分,共 42分 )

(1)已知可导函数 f(x)满足 f(x) cosx+2
∫ x
0
f(t) sin tdt = x+1,则 f(x) = _______________

(2)极限 limn→∞ sin2
(
π
√
n2 + n

)
= _______________

(3)设 w = f(u, v)具有二阶连续偏导数,且 u = x− cy, v = x + cy,其中 c为非零常数，

则 wxx − 1
c2
wyy = _______________

(4) 设 f(x) 有二阶连续导数, 且 f(0) = f ′(0) = 0, f ′′(0) = 6, 则 limx→0
f(sin2 x)

x4
=

_______________

(5)不定积分 I =
∫ e− sin x sin 2x

(1−sinx)2 dx = _______________

(6) 记曲面 z2 = x2 + y2 和 z =
√

4− x2 − y2 围成的空间区域为 V , 则三重积分∫∫∫
V
zdxdydz = _______________

二、(14分)设二元函数 f(x, y)在平面上有连续的二阶偏导数,对任何角度 α,定义一

元函数

ga(t) = f(t cosα, t sinα)

若对任何 α都有 dgα(0)
dt = 0且 d2ga(0)

dt2 > 0,证明 f(0, 0)是 f(x, y)的极小值。

三、(14分)设曲线 Γ为在

x2 + y2 + z2 = 1, x+ z = 1, x > 0, y > 0, z > 0

上从点 A(1, 0, 0)到点 B(0, 0, 1)的一段。求曲线积分 I =
∫
Γ
ydx+ zdy + xdz

四、(15分)设函数 f(x) > 0且在实轴上连续。若对任意实数 t,有∫ +∞

−∞
e−|t−x|f(x)dx 6 1

则 ∀a, b(a < b),有
∫ b
a
f(x)dx 6 b−a+2

2

五、(15分)设 {an}为一个数列 , p为固定的正整数。若 limn→∞ (an+p − an) = λ,其中

λ为常数. 证明 : limn→∞
an
n
= λ

p
。

12



3.1 参考答案

一、(1)解在方程两边求导得

f ′(x) cosx+ f(x) sinx = 1, 即f ′(x) + f(x) tanx = secx

从而

f(x) = e−
∫
tanxdx

(∫
secxe

∫
tanxdxdx+ C

)
= eln cosx

(∫
1

cosx
e− ln cosxdx+ C

)
= cosx

(∫
1

cos2 x
dx+ C

)
= cosx(tanx+ C) = sinx+ C cosx

由于 f(0) = 1,故得 C = 1,即 f(x) = sinx+ cosx

(2)解由于 sin2
(
π
√
n2 + n

)
= sin2

(
π
√
n2 + n− nπ

)
= sin2

(
nπ√

n2+n+n

)
,故 limn→∞ sin2

(
π
√
n2 + n

)
=

limsinn→∞

(
nπ√

n2+n+n

)
= 1

(3)解 wx = f ′
1 + f ′

2, wxx = f ′′
11 + 2f ′′

12 + f ′′
22, wy = c (f ′

2 − f ′
1)

wyy = c ∂
∂y

(f ′
2 − f ′

1) = c (cf ′′
11 − cf ′′

12 − cf ′′
21 + cf ′′

22) = c2 (f ′′
11 − 2f ′′

12 + f ′′
22)

所以wxx − 1
c2
wyy = 4f ′′

12

(4) 解由麦克劳林公式有 f(x) = f(0) + f ′(0)x + 1
2
f ′′(ξ)x2, 且 f(0) = f ′(0) = 0,

所以 f
(
sin2 x

)
= 1

2
f ′′(ξ) sin4 x, 这样 limx→0

f(sin2 x)
x4

= limx→0
f ′′(ξ) sin4 x

2x4
= limx→0

f ′′(ξ)
2

·

limx→0
sin4 x
x4

= 3

(5)解

I = 2

∫
e− sinx sinx cosx
(1− sinx)2

dx sinx=v
=⇒ 2

∫
ve−v

(1− v)2
dv = 2

∫
(v − 1 + 1)e−v

(1− v)2
dv

= 2

∫
e−v

v − 1
dv + 2

∫
e−v

(v − 1)2
dv = 2

∫
e−v

v − 1
dv − 2

∫
e−vd

1

v − 1

= 2

∫
e−v

v − 1
dv − 2

(
e−v

1

v − 1
+

∫
e−v

v − 1
dv
)

= − 2e−v

v − 1
+ C =

2e− sinx

1− sinx
+ C

(6)解使用球面坐标,则

I =

∫∫∫
V

zdxdydz =
∫ 2π

0

dθ
∫ π/4

0

dφ
∫ 2

0

ρ cosφ · ρ2 sinφdρ

= 2π · 1
2
sin2 φ

∣∣∣∣π/4
0

· 1
4
ρ4

∣∣∣∣∣
2

0

= 2π

13



二、解 由于 dga(0)
dt = (fx, fy)(0,0)

 cosα

sinα

 = 0对一切 α成立,故 (fx, fy)(0,0) = (0, 0),

即 (0,0)是 f(x, y)的驻点。

记Hf (x, y) =

 fxx fxy

fyx fyy

 , 则

d2ga(0)
dt2 = d

dt

(fx, fy)
 cosα

sinα


(0,0)

= (cosα, sinα)Hf (0, 0)

 cosα

sinα

 > 0

上式对任何单位向量 (cosα, sinα)成立,故Hf (0, 0)是一个正定矩阵,从而 f(0, 0)是 f(x, y)

的极小值。

三、解 记 Γ1为从 B 到 A的直线段,则 x = t, y = 0, z = 1− t, 0 6 t 6 1,∫
Γ1

ydx+ zdy + xdz =
∫ 1

0

td(1− t) = −1

2

设 Γ和 Γ1围成的平面区域为 Σ,方向按右手法则,由斯托克斯公式得到

(∫
Γ

+

∫
Γ1

)
ydx+ zdy + xdz =

∫∫
Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dydz dzdx dxdy
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y z x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
∫∫

Σ

dydz + dzdx+ dxdy

右边 3个积分都是 Σ在各个坐标面上的投影面积,而 Σ在 zx面上投影面积为零,故

I +

∫
Γ1

= −
∫∫

Σ

dydz + dxdy

曲线 Γ在 xy面上投影的方程为

(x− 1/2)2

(1/2)2
+

y2

(1/
√
2)2

= 1

由该投影 (半个椭圆) 的面积得知
∫
Σ
dxdy = π

4
√
2
◦ 同理可得 ,

∫∫
Σ
dydz = π

4
√
2
· 这样就有

I = 1
2
− π

2
√
2

四、证明由于 ∀a, b(a < b),有
∫ b
a
e−|t−x|f(x)dx 6

∫ +∞
−∞ e−|t−x|f(x)dx 6 1,因此∫ b

a

dt
∫ b

a

e−|t−x|f(x)dx 6 b− a

然而 ∫ b

a

dt
∫ b

a

e−|t−x|f(x)dx =

∫ b

a

f(x)

(∫ b

a

e−|t−x|dt
)
dx

14



其中 ∫ b

a

e−|t−x|dt =
∫ x

a

et−xdt+
∫ b

x

ex−tdt = 2− ea−x − ex−b

这样就有 ∫ b

a

f(x)
(
2− ea−x − ex−b

)
dx 6 b− a(∗)

即 ∫ b

a

f(x)dx 6 b− a

2
+

1

2

[∫ b

a

ea−xf(x)dx+
∫ b

a

ex−bf(x)dx
]

注意到 ∫ b

a

ea−xf(x)dx =

∫ b

a

e−|a−x|f(x)dx 6 1, 和

∫ b

a

f(x)ex−bdx 6 1

把以上两个式子代入（*）式,即得结论。

五、证明 对于 i = 0, 1, · · · , p−1,记A
(i)
n = a(n+1)p+i−anp+i,由题设得 limn→∞A

(i)
n = λ,

从而

lim
n→∞

A
(i)
1 + A

(i)
2 + · · ·+ A

(i)
n

n
= λ0

而 A
(i)
1 + A

(i)
2 + · · ·+ A

(i)
n = a(n+1)p+i − ap+i由题设知

lim
n→∞

a(n+1)p+i

(n+ 1)p+ i
= lim

n→∞

a(n+1)p+i

n

n

(n+ 1)p+ i
=
λ

p

对正整数 m,设 m = np + i,其中 i = 0, 1, · · · , p − 1,从而可以把正整数依照 i分为 p个子

列类。考虑任何这样的子列，下面极限

lim
n→∞

a(n+1)p+i

(n+ 1)p+ i
=
λ

p
, 故 lim

m→∞

am
m

=
λ

p

15



4 第八届全国大学生数学竞赛预赛 (2016年非数学类)

一、填空题 (本题共 5个小题,每小题 6分,共 30分 )

(1)若 f(x)在点 x = a处可导,且 f(a) ̸= 0,则 limn→+∞

[
f(a+ 1

n)
f(a)

]n
= _________

(2)若 f(1) = 0, f ′(1)存在,求极限 I = limx→0
f(sin2 x+cosx) tan 3x

(ex2−1) sinx

(3)若 f(x)有连续导数,且 f(1) = 2,记 z = f (exy2) ,若 ∂z
∂x

= z,求 f(x)在 x > 0的表

达式。

(4)设 f(x) = ex sin 2x,求 f (4)(0)

(5)求曲面 z = x2

2
+ y2平行于平面 2x+ 2y − z = 0的切平面方程。

二、(14分)设 f(x)在 [0,1]上可导 , f(0) = 0,且当 x ∈ (0, 1)时 , 0 < f ′(x) < 1。试证:

当 a ∈ (0, 1)时,有 (∫ a

0

f(x)dx
)2

>

∫ a

0

f 3(x)dx

三、(14分)某物体所在的空间区域为

Ω : x2 + y2 + 2z2 6 x+ y + 2z

密度函数为 x2 + y2 + z2,求质量

M =

∫∫∫
Ω

(
x2 + y2 + z2

)
dxdydz

四、( 14分 )设函数 f(x)在闭区间 [0,1]上具有连续导数 , f(0) = 0, f(1) = 1,证明:

lim
n→∞

n

(∫ 1

0

f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

))
= −1

2

五、( 14分 )设函数 f(x)在区间 [0,1]上连续,且 I =
∫ 1

0
f(x)dx ̸= 0.证明:在 (0,1)内

存在不同的两点 x1, x2,使得
1

f (x1)
+

1

f (x2)
=

2

I

六、(14分 )设 f(x)在 (−∞,+∞)上可导,且

f(x) = f(x+ 2) = f(x+
√
3)

用傅里叶级数理论证明 f(x)为常数。
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4.1 参考答案

一、

(1)解

lim
n→+∞

(
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

)n

= lim
n→+∞

(
f(a) + f ′(a) 1

n
+ o

(
1
n

)
f(a)

)n

= lim
n→+∞

(1 + f ′(a) 1
n
+ o

(
1
n

)
f(a)

) f(a)

f ′(a) 1
n+o

( 1
n)


n(f ′(a) 1
n+o( 1

n))
f(a)

= e
f ′(a)
f(a)

(2)

I = lim
x→0

f
(
sin2 x+ cosx

)
· 3x

x2 · x
= 3 lim

x→0

f
(
sin2 x+ cosx

)
x2

= 3 lim
x→0

f
(
sin2 x+ cosx

)
− f(1)

sin2 x+ cosx− 1
· sin

2 x+ cosx− 1

x2

= 3f ′(1) · lim
x→0

sin2 x+ cosx− 1

x2
= 3f ′(1)

(
lim
x→0

sin2 x
x2

+ lim
x→0

cosx− 1

x2

)
= 3f ′(1)

(
1− 1

2

)
=

3

2
f ′(1)

(3)解由题设,得 ∂z
∂x

= f ′ (exy2) · exy2 = f (exy2)。令 exy2 = u,则当 u > 0时,有

f ′(u)u = f(u) ⇒ df(u)
f(u)

=
1

u
du

积分得 ln f(u) = lnu + C1,即 f(u) = Cu◦ 又由初值条件得 f(u) = 2u◦ 所以,当 x > 0时

, f(x) = 2x。

（4）解将 ex和 sin 2x展开为带有佩亚诺型余项的麦克劳林公式,有

f(x) =

(
1 + x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3 + o

(
x3
))

·
(
2x− 1

3!
(2x)3 + o

(
x4
))

= 2x+ 2x2 +

(
1− 23

3!

)
x3 +

(
2

3!
− 23

3!

)
x4 + o

(
x4
)

所以有 f (4)(0)
4!

= 2
3!
− 8

3!
= −1,即 f (4)(0) = −24.

(5)解 曲面在 (x0, y0, z0)的切平面的法向量为 (x0, 2y0,−1)。又切平面与已知平面

平行,从而两平面的法向量平行,所以有

x0
2

=
2y0
2

=
−1

−1

17



从而 x0 = 2, y0 = 1,得 z0 = 3,所以切平面方程为

2(x− 2) + 2(y − 1)− (z − 3) = 0, 即 2x+ 2y − z = 3

二、证明 设 F (x) =
(∫ x

0
f(t)dt

)2 − ∫ x
0
f 3(t)dt, 则 F (0) = 0, 下证 F ′(x) > 0 再设

g(x) = 2
∫ x
0
f(t)dt− f 2(x),则 F ′(x) = f(x)g(x),由于 f ′(x) > 0, f(0) = 0,故 f(x) > 0.从而

只要证明 g(x) > 0(x > 0)。而 g(0) = 0.因此只要证明 g′(x) > 0(0 < x < a)。而

g′(x) = 2f(x) [1− f ′(x)] > 0

所以 g(x) > 0, F ′(x) > 0, F (x)单调增加 , F (a) > F (0),即(∫ a

0

f(x)dx
)2

>
∫ a

0

f 3(x)dx

三、解由于 Ω :
(
x− 1

2

)2
+
(
y − 1

2

)2
+ 2

(
z − 1

2

)2 6 1是一个各轴长分别为 1, 1,
√
2
2
的椭

球,它的体积为 V = 2
√
2

3
π◦ 做变换 u = x − 1

2
, v = y − 1

2
, w =

√
2
(
z − 1

2

)
,将区域变成单位

球 Ω′ : u2 + v2 + w2 6 1,而 ∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

=
√
2
2
,所以

M =

∫∫∫
u2+v2+w2<1

[(
u+

1

2

)2

+

(
v +

1

2

)2

+

(
w√
2
+

1

2

)2
]
·
√
2

2
dudvdw◦

=

√
2

2

∫∫∫
u2+v2+w2≤1

(
u2 + v2 +

w2

2

)
dudvdw +

1√
2

(
1

4
+

1

4
+

1

4

)
· 4π
3

=

√
2

2
·
(
1

3
+

1

3
+

1

6

)
u2+v2+w2≤1

(
u2 + v2 + w2

)
dudvdw +

π√
2

而
∫∫∫

u2+v2+w2≤1
(u2 + v2 + w2) dudvdw =

∫ 2π

0
dθ
∫ π
0
dφ
∫ 1

0
r2 · r2 sinφdr = 4

5
π0 所以 M =

5
√
2

6
π

四、证明 将区间 [0,1]分成 n等份,设分点为 xk =
k
n
(k = 0, 1, 2, · · · , n),则 ∆xk =

1
n
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且

lim
n→∞

(∫ 1

0

f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

))
= lim

n→∞

(
n∑
k=1

∫ xk

xk−1

f(x)dx−
n∑
k=1

f

(
k

n

)
∆xk

)

= lim
n→∞

(
n∑
k=1

∫ xk

xk−1

(f(x)− f (xk)) dx

)

= lim
n→∞

(
n∑
k=1

∫ xk

xk−1

f(x)− f (xk)

x− xk
(x− xk) dx

)

= lim
n→∞

(
n∑
k=1

f (ξk)− f (xk)

ξk − xk

∫ xk

xk−1

(x− xk) dx

)
(ξk ∈ (xk−1, xk))

= lim
n→∞

(
n∑
k=1

f ′ (ηk)

∫ xk

xk−1

(x− xk) dx

)
(ηk ∈ (ξk, xk))

= lim
n→∞

(
n∑
k=1

f ′ (ηk)

[
−1

2
(xk−1 − xk)

2

])

= −1

2
lim
n→∞

(
n∑
k=1

f ′ (ηk)∆xk

)

= −1

2

∫ 1

0

f ′(x)dx = −1

2
[f(1)− f(0)] = −1

2

五、证明 设 F (x) = 1
I

∫ x
0
f(t)dt,则 F (0) = 0, F (1) = 1。由介值定理，存在 ξ ∈ (0, 1),

使得 F (ξ) = 1
2
。在区间 [0, ξ], [ξ, 1]上分别应用拉格朗日中值定理,得

F ′ (x1) =
f (x1)

I
=
F (ξ)− F (0)

ξ
=

1
2

ξ
, x1 ∈ (0, ξ)

F ′ (x2) =
f (x2)

I
=
F (1)− F (ξ)

1− ξ
=

1
2

1− ξ
, x2 ∈ (ξ, 1)

所以
I

f (x1)
+

I

f (x2)
=
ξ
1
2

+
1− ξ

1
2

= 2, 即
1

f (x1)
+

1

f (x2)
=

2

I

六、证明由 f(x) = f(x+ 2) = f(x+
√
3)可知 , f 是以 2,

√
3为周期的周期函数,所以,

它的傅里叶系数为

an =

∫ 1

−1

f(x) cosnπxdx, bn =

∫ 1

−1

f(x) sinnπxdx
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由于 f(x) = f(x+
√
3),所以

an =

∫ 1

−1

f(x) cosnπxdx =

∫ 1

−1

f(x+
√
3) cosnπxdx

=

∫ 1+
√
3

−1+
√
3

f(t) cosnπ(t−
√
3)dt

=

∫ 1+
√
3

−1+
√
3

f(t)(cosnπt cos
√
3nπ + sinnπt sin

√
3nπ)dt

= cos
√
3nπ

∫ 1+
√
3

−1+
√
3

f(t) cosnπtdt+ sin
√
3nπ

∫ 1+
√
3

−1+
√
3

f(t) sinnπtdt

故有 an = an cos
√
3nπ + bn sin

√
3nπ;同理可得

bn = bn cos
√
3nπ − an sin

√
3nπ◦

联立,有  an = an cos
√
3nπ + bn sin

√
3nπ

bn = bn cos
√
3nπ − an sin

√
3nπ

解得 an = bn = 0(n = 1, 2, · · · )而 f(x)可导,其傅里叶级数处处收敛于 f(x),所以有

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) =
a0
2

其中 a0 =
∫ 1

−1
f(x)dx为常数。
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5 第七届全国大学生数学竞赛预赛 (2015年非数学类)

一、计算下列各题 (本题共 5个小题,每小题 6分,共 30分 ) (要求写出重要步骤)

(1) limn→∞

(
sin π

n

n2+1
+

sin 2π
n

n2+2
+ · · ·+ sinπ

n2+n

)
= _________

(2)设函数 z = z(x, y)由方程 F
(
x+ z

y
, y + z

x

)
= 0所决定,其中 F (u, v)具有连续的偏

导数,且 xFu + yFv ̸= 0,则 x ∂z
∂x

+ y ∂z
∂y

= _________ (本小题结果要求不显含 F 及其偏导数

（3)曲面 z = x2 + y2 + 1在点M(1,−1, 3)的切平面与曲面 z = x2 + y2所围区域的体积

为 _________

(4) 函数 f(x) =

 3, x ∈ [−5, 0),

0, x ∈ [0, 5)
在 (­5,5] 内的傅里叶级数在 x = 0 收敛的值为

_________

( 5 )设区间 (0,+∞)上的函数 u(x)定义为 u(x) =
∫ +∞
0

e−x2dt,则 u(x)的初等函数表

达式为 _________

二、(12分)设M 是以三个正半轴为母线的半圆锥面,求其方程。

三、(12分)设 f(x)在 (a, b)内二次可导,且存在常数 α, β使得对于 ∀x ∈ (a, b), f ′(x) =

αf(x) + βf ′′(x),证明 f(x)在 (a, b)内无穷次可导。

四、( 14分)求幕级数
∑∞

n=0
n3+2
(n+1)!

(x− 1)n的收敛域与和函数。

五、( 16分 )设函数 f(x)在 [0,1]上连续,且
∫ 1

0
f(x)dx = 0,

∫ 1

0
xf(x)dx = 1。试证: (1)

∃x0 ∈ [0, 1],使得 |f (x0)| > 4; (2) ∃x1 ∈ [0, 1],使得 |f (x1)| = 4。

六、(16分 )设 f(x, y)在 x2 + y2 6 1上有连续的二阶偏导数 , f 2
xx+2f 2

xy + f 2
yy 6M◦若

f(0, 0) = 0, fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0,证明
∣∣∣∫∫x2+y2≤1

f(x, y)dxdy
∣∣∣ 6 π

√
M
4
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5.1 参考答案

一、(1)解 由于 1
n+1

∑n
i=1 sin

iπ
n
6
∑n

i=1

sin iπ
n

n+ i
n

6 1
n

∑n
i=1 sin

iπ
n
,而

limn→∞
1
n

∑n
i=1 sin

iπ
n
= limn→∞

1
π

∑n
i=1 sin

iπ
n
· π
n
= 1

π

∫ π
0
sinxdx = 2

π

limn→∞
1

n+1

∑n
i=1 sin

iπ
n
= limn→∞

n
n+1

· 1
n

∑n
i=1 sin

iπ
n
= 1 · 2

π
= 2

π

由夹逼准则,可得 limn→∞
∑n

i=1

sin iπ
n

n+ i
n

= 2
π
。

（2)解方程两端关于 x求偏导数,可得(
1 +

1

y

∂z

∂x

)
Fu +

(
1

x

∂z

∂x
− z

x2

)
Fv = 0, 解得x

∂z

∂x
=
y (zFv − x2Fu)

xFu + yFv
�

类似地,对 y求偏导数可得

y
∂z

∂y
=
x (zFu − y2Fv)

xFu + yFv

于是，有

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
=

−xy (xFu + yFv) + z (xFu + yFv)

xFu + yFv
= z − xy

（3）解曲面 z = x2 + y2 + 1在点M(1,−1, 3)的切平面为

2(x− 1)− 2(y + 1)− (z − 3) = 0, 即 z = 2x− 2y − 1

联立

 z = x2 + y2,

z = 2x− 2y − 1
得所围区域在 xOy面上的投影 D为

D =
{
(x, y) | (x− 1)2 + (y + 1)2 6 1

}
所求体积为

V =

∫∫
D

[
(2x− 2y − 1)−

(
x2 + y2

)]
dσ =

∫∫
D

[
1− (x− 1)2 − (y + 1)2

]
dσ

令 x− 1 = r cos t, y + 1 = r sin t,则 dσ = rdtdr,D :

 0 6 t 6 2π

0 6 r 6 1
所以

V =

∫ 2π

0

dt
∫ 1

0

(
1− r2

)
rdr =

π

2

(4)解由狄利克雷收敛定理,得 S(0) = f(0−0)+f(0+0)
2

= 3
2
。

（5）解法 1 u2(x) =
∫ +∞
0

e−xt2dt
∫ +∞
0

e−x2ds =
∫∫

s,t>0
e−x(s

2+t2)dtds =⇒ 极坐标
=

∫ π
2

0
dθ
∫ +∞
0

e−x2rdr =
π
4x
所以 u(x) =

√
π

2
√
x
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解法 2 令 u = xt2,则 du = 2xtdt,于是

u(x) =
1

2
√
x

∫ +∞

0

1√
u
e−udu =

1

2
√
x

∫ +∞

0

u
1
2
−1e−udu =

Γ
1
2

2
√
x
=

√
π

2
√
x

二、解 显然O(0, 0, 0)为M 的顶点 , A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1)在M 上。由ABC

三点决定的平面 x+ y+ z = 1与球面 x2 + y2 + z2 = 1的交线 L是M 的准线。设 P (x, y, z)

是M 上的点 , (u, v, w)是M 的母线 OP 与 L的交点,则 OP 的方程为

x

u
=
y

v
=
z

w
=

1

t
, 即 u = xt, v = yt, w = zt

代人准线方程,得  (x+ y + z)t = 1

(x2 + y2 + z2) t2 = 1

消去 t,得圆雉面M 的方程为 xy + yz + zx = 0

三、证明 ( 1 )若 β = 0,则 ∀x ∈ (a, b),有

f ′(x) = αf(x), f ′′(x) = α2f(x), · · · , f (n)(x) = αnf(x), · · ·

从而 f(x)在 (a, b)内无穷次可导。

(2)若 β ̸= 0,则 ∀x ∈ (a, b),有

f ′′(x) =
f ′(x)− αf(x)

β
= A1f

′(x) +B1f(x)

其中 A1 =
1
β
, B1 = −α

β
。因为 ( 1 )式右端可导,从而有

f ′′′(x) = A1f
′′(x) +B1f

′(x)

设f (n)(x) = A1f
(n−1)(x) +B1f

(n−2)(x), n > 1, 则

f (n+1)(x) = A1f
(n)(x) +B1f

(n−1)(x)

所以 , f(x)在 (a, b)内无穷次可导。

四、解 因 limn→∞
an+1

an
= limn→∞

(n+1)3+2
(n+1)(n3+2)

= 0,所以收敛半径 R = +∞,收敛域为

(−∞,+∞)。由

n3 + 2

(n+ 1)!
=

(n+ 1)n(n− 1)

(n+ 1)!
+

n+ 1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 1)!

=
1

(n− 2)!
+

1

n!
+

1

(n+ 1)!
(n > 2)
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及幕级数
∑∞

n=2
(x−1)n

(n−2)!
,
∑∞

n=0
(x−1)n

n!
,
∑∞

n=0
(x−1)n

(n+1)!
的收敛域都为 (−∞,+∞),得

∞∑
n=0

n3 + 2

(n+ 1)!
(x− 1)n =

∞∑
n=2

(x− 1)n

(n− 2)!
+

∞∑
n=0

(x− 1)n

n!
+

∞∑
n=0

(x− 1)n

(n+ 1)!

用 S1(x), S2(x), S3(x)分别表示上式右端三个幕级数的和,依据 ex的幂级数展开式可得到

S1(x) =
∑∞

n=0
(x−1)n+2

n!
= (x− 1)2

∑∞
n=0

(x−1)n

n!
= (x− 1)2ex−1

S2(x) = ex−1

S3(x) =
1

x−1

∑∞
n=0

(x−1)n+1

(n+1)!
= 1

x−1

∑∞
n=1

(x−1)n

n!
= ex−1−1

x−1
(x ̸= 1)

综合上述讨论,可得幕级数的和函数为

S(x) =

 (x2 − 2x+ 2) ex−1 + 1
x−1

(ex−1 − 1) , x ̸= 1

2, x = 1

五、证明 (1)反证法。若 ∀x ∈ [0, 1], |f(x)| 6 4,则

1 =

∫ 1

0

(
x− 1

2

)
f(x)dx 6

∫ 1

0

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣ |f(x)|dx 6 4

∫ 1

0

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣ dx = 1

因此 ,
∫ 1

0
|f(x)|

∣∣x− 1
2

∣∣ dx = 1。而 4
∫ 1

0

∣∣x− 1
2

∣∣ dx = 1,故∫ 1

0

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣ (4− |f(x)|)dx = 0

所以对于任意的 x ∈ [0, 1], |f(x)| = 4�又由 f(x)的连续性知

f(x) ≡ 4 或 f(x) ≡ −4

这与条件
∫ 1

0
f(x)dx = 0矛盾。所以 ∃x0 ∈ [0, 1],使得

|f (x0)| > 4

(2)先证 ∃x2 ∈ [0, 1]使得 |f (x2)| < 4。若不然, ∀x ∈ [0, 1], |f(x)| > 4,则 f(x) > 4或

f(x) 6 −4恒成立,这与
∫ 1

0
f(x)dx = 0矛盾。再由 f(x)的连续性及 (1)的结果,利用介值定

理,可得 ∃x1 ∈ [0, 1]使得 |f (x1)| = 4。
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六、证明 在 (0,0)处展开 f(x, y)得

f(x, y) =
1

2

(
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

)2

f(θx, θy)

=
1

2

(
x2

∂2

∂x2
+ 2xy

∂2

∂x∂y
+ y2

∂2

∂y2

)
f(θx, θy),

θ ∈ (0, 1)

记(u, v, w) =

(
∂2

∂x2
,
∂2

∂x∂y
,
∂2

∂y2

)
f(θx, θy),

f(x, y) =
1

2

(
ux2 + 2vxy + wy2

)
由于∥(u,

√
2v, w)∥ =

√
u2 + 2v2 + w2 6

√
M 以及∥∥∥(x2,√2xy, y2

)∥∥∥ = x2 + y2

于是有 ∣∣∣(u,√2v, w) ·
(
x2,

√
2xy, y2

)∣∣∣ 6 √
M
(
x2 + y2

)
即 |f(x, y)| 6 1

2

√
M (x2 + y2) ,从而∣∣∣∣∫∫
x2+y261

f(x, y)dσ
∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣∣
√
M

2

∫∫
x2+y261

(
x2 + y2

)
dxdy

∣∣∣∣∣ = π
√
M

4
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6 第六届全国大学生数学竞赛预赛 (2014年非数学类)

一、填空题 (本题共 5个小题,每小题 6分,共 30分 )

(1) 已知 y1 = ex 和 y2 = xex 是二阶齐次常系数线性微分方程的解, 则该方程是

_________

（2)设有曲面 S : z = x2 + 2y2和平面 L : 2x+ 2y + z = 0,则与 L平行的 S 的切平面方

程是 _________

(3)设函数 y = y(x)由方程 x =
∫ y−x
1

sin2
(
πt
4

)
dt所确定,求 dy

dx

∣∣
x=0

=_________

(4)设 xn =
∑n

k=1
k

(k+1)!
,则 limn→∞ xn =_________

(5)已知 limx→0

(
1 + x+ f(x)

x

) 1
x
= e3,则 limx→0

f(x)
x2

=_________

二、(12分)设 n为正整数,计算 I =
∫ 1

e−2nx

∣∣ d
dx cos

(
ln 1

x

)∣∣ dx.
三、(14 分) 设函数 f(x) 在 [0,1] 上有二阶导数, 且有正常数 A,B 使得 |f(x)| 6

A,|f ′′(x)| 6 B◦证明:对任意 x ∈ [0, 1],有 |f ′(x)| 6 2A+ B
2
。

四、(14分)(1)设一球缺高为 h,所在球的半径为 R◦证明:该球缺的体积为 π
3
(3R− h)h2

，球冠的面积为 2πRh

(2)设球体 (x− 1)2 + (y− 1)2 + (z− 1)2 6 12被平面 P : x+ y+ z = 6所截的小球缺为

Ω◦记球缺上的球冠为 Σ,方向指向球外,求第二型曲面积分 I =
∫∫

Σ
xdydz + ydzdx+ zdxdy

五、(15分)设 f(x)在 [a, b]上非负连续,严格单增,且存在 xn ∈ [a, b]使得 [f (xn)]
n =

1
b−a

∫ b
a
[f(x)]ndx ,求 limn→∞ xn

六、(15分)设 An = n
n2+1

+ n
n2+22

+ · · ·+ n
n2+n2 ,求 limn→∞ n

(
π
4
− An

)
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6.1 参考答案

一、(1)解 由解的表达式可知微分方程对应的特征方程有二重根, r = 1,故所求微分

方程为 y′′ − 2y′ + y = 0

(2)解 设 P0 (x0, y0, z0)是 S 上一点,则 S 在点 P0的切平面方程为

−2x0 (x− x0)− 4y0 (y − y0) + (z − z0) = 0

由于该切平面与平面 L平行,所以相应的法向量成比例，即存在常数 k ̸= 0,使得

(−2x0,−4y0, 1) = k(2, 2, 1)

解得 x0 = −1, y0 = −1
2
, z0 =

3
2
,所以所求切平面方程为

2x+ 2y + z +
3

2
= 0

（3）解 显然 y(0) = 1,等式两端对 x求导,得

1 = sin2
[π
4
(y − x)

]
· (y′ − 1) ⇒ y′ = csc2

[π
4
(y − x)

]
+ 1

将 x = 0代人可得 y′ = 3。

(4) 解 xn =
∑n

k=1
k

(k+1)!
=
∑n

k=1

[
1
k!
− 1

(k+1)!

]
= 1 − 1

(n+1)!
。所以 limn→∞ xn =

limn→∞

(
1− 1

(n+1)!

)
= 1

(5)解 由 limx→0

(
1 + x+ f(x)

x

) 1
x
= e3可得

lim
x→0

1

x
ln
(
1 + x+

f(x)

x

)
= 3

故有 1
x
ln
(
1 + x+ f(x)

x

)
= 3 + α,其中 α → 0(x→ 0),即有

f(x)

x2
=

eαx+3x − 1

x
− 1

从而

lim
x→0

f(x)

x2
= lim

x→0

eαx+3x − 1

x
− 1 = lim

x→0

(α + 3)x

x
− 1 = 2

二、解

I =

∫ 1

e−2nπ

∣∣∣∣ ddx cos
(
ln

1

x

)∣∣∣∣ dx =

∫ 1

e−2nπ

∣∣∣∣ ddx cos(lnx)
∣∣∣∣ dx

=

∫ 1

e−2nπ

| sin(lnx)|1
x
dx =

∫ 1

e−2nπ

| sin(lnx)|d ln x
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令 lnx = u,则有

I =

∫ 0

−2nπ

| sinu|du =

∫ 2nπ

0

| sin t|dt = 4n

∫ π
2

0

| sin t|dt = 4n

三、证明由泰勒公式,有

f(0) = f(x) + f ′(x)(0− x) + f ′′(ξ)
2

(0− x)2, ξ ∈ (0, x)

f(1) = f(x) + f ′(x)(1− x) + f ′′(η)
2

(1− x)2, η ∈ (x, 1)

上面两式相减,得

f ′(x) = f(1)− f(0) +
f ′′(ξ)

2
x2 − f ′′(η)

2
(1− x)2

由 |f(x)| 6 A, |f ′′(x)| 6 B,得

|f ′(x)| 6 2A+
B

2

[
x2 + (1− x)2

]
又 x2 + (1− x)2在 [0,1]上的最大值为 1,所以有

|f ′(x)| 6 2A+
B

2

四、(1)证明 设球缺所在球表面的方程为 x2 + y2 + z2 = R2,球缺的中心线为 z 轴,

且设球缺所在的圆雉顶角为 2α◦记球缺的区域为 Ω,则其体积为∫∫∫
Ω

dV =

∫ R

R−h
dz
∫∫

Dz

dxdy =

∫ R

R−h
π
(
R2 − z2

)
dz =

π

3
(3R− h)h2

由于球面的面积元素为 dS = R2 sin θdθ,所以球冠的面积为∫ 2π

0

dφ
∫ a

0

R2 sin θdθ = 2πR2(1− cosα) = 2πRh

（2)解 记球缺的底面圆为 P1,方向指向球缺外,且记

J =

∫∫
P1

xdydz + ydzdx+ zdxdy

由高斯公式得 I + J =
∫∫∫

Ω
3dV = 3V (Ω),其中 V (Ω)为 Ω的体积。由于平面 P 的正向单

位法向量为 − 1√
3
(1, 1, 1),故

J = − 1√
3

∫∫
P1

(x+ y + z)dS = − 6√
3
σ (P1) = −2

√
3σ (P1)

其中 σ (P1)为 P1的面积，

I = 3V (Ω)− J = 3V + 2
√
3σ (P1)
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由于球缺底面圆心为 Q(2, 2, 2),而球缺的顶点为 D(3, 3, 3),故球缺的高度为 h = |QD| =
√
3,再由 (1)所证并代人 h =

√
3, R = 2

√
3,得

I = 3 · π
3
(3R− h)h2 + 2

√
3π
(
2Rh− h2

)
= 33

√
3π

五、解 考虑特殊情形 : a = 0, b = 1下面证明 limn→∞ xn = 1。首先 , xn ∈ [0, 1],即

xn 6 1,只要证明 ∀ε > 0(< 1),∃N,当 n > N 时 xn > 1− ε◦由 f(x)在 [0,1]上严格单增,就

是要证明

fn(1− ε) < [f (xn)]
n =

∫ 1

0

[f (xn)]
n dx

由于 ∀c ∈ (0, 1),有 ∫ 1

c

[f(x)]ndx > fn(c) · (1− c)

现取 c = 1− ε
2
,则 f(1− ε) < f(c),即 f(1−ε)

f(c)
< 1,于是有

lim
n→∞

[
f(1− ε)

f(c)

]n
= 0

所以 ∃N,∀n > N 时有 [
f(1− ε)

f(c)

]n
<
ε

2
= 1− c

即

fn(1− ε) < [f(c)]n(1− c) 6
∫ 1

c

[f(x)]ndx 6
∫ 1

0

[f(x)]ndx = fn (xn)

从而 1−ε < xn,由 ε的任意性得 limn→∞ xn = 1。再考虑一般情形,令 F (t) = f(a+t(b−a)),

由 f(x)在 [a, b]上非负连续,严格单增,知 F 在 [0,1]上非负连续,严格单增。从而 ∃tn ∈ [0, 1],

使得 F n (tn) =
∫ 1

0
F n(t)dt,且 limn→∞ tn = 1,即

fn (a+ tn(b− a)) =

∫ 1

0

fn(a+ t(b− a))dt

记 xn = a+ tn(b− a),则有

[f (xn)]
n =

1

b− a

∫ b

a

[f(x)]ndx, 且 lim
n→∞

xn = a+ (b− a) = b

六、解 令 f(x) = 1
1+x2

,因为 An = 1
n

∑n
i=1

1

1+ i2

n2

,所以有

limn→∞An =
∫ 1

0
f(x)dx = π

4

记xi =
i
n
, 则xi − xi−1 =

1
n
, An =

∑n
i=1

∫ xi
xi−1

f (xi) dx◦令

Jn = n
(
π
4
− An

)
= n

∑n
i=1

∫ xi
xi−1

[f(x)− f (xi)] dx
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由拉格朗日中值定理, ∃ξi ∈ (xi−1, xi)使得

Jn = n

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

f ′ (ξi) (x− xi) dx

记mi,Mi分别是 f ′(x)在 [xi − 1, xi]上的最小值和最大值,则mi 6 f ′ (ξi) 6Mi,故积分∫ xi

xi−1

f ′ (ξi) (x− xi) dx介于mi

∫ xi

xi−1

(x− xi) dx,Mi

∫ xi

xi−1

(x− xi) dx

之间,所以 ∃ηi ∈ (xi−1, xi)使得∫ xi

xi−1

f ′ (ξi) (x− xi) dx = −f ′ (ηi)
(xi − xi−1)

2

2

于是,有 Jn = −n
2

∑n
i=1 f

′ (ηi) (xi − xi−1)
2 = − 1

2n

∑n
i=1 f

′ (ηi)。从而

lim
n→∞

n
(π
4
− An

)
= lim

n→∞
Jn = −1

2

∫ 1

0

f ′(x)dx = −1

2
[f(1)− f(0)] =

1

4
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7 第五届全国大学生数学竞赛预赛 (2013年非数学类)

一、解答下列各题 (本题共 4个小题,每小题 6分,共 24分 )

(1)求极限 limn→∞
(
1 + sin π

√
1 + 4n2

)n
(2)证明广义积分

∫ +∞
0

sinx
x
dx不是绝对收敛的

（3)设函数 y = y(x)由 x3 + 3x2y − 2y3 = 2所确定,求 y(x)的极值

(4)过曲线 y = 3
√
x(x > 0)上的点 A作切线,使该切线与曲线及 x轴所围成的平面图形

的面积为 3
4
,求 A点的坐标。

二、(12分)计算定积分 I =
∫ π
−π

x sinx·arctanex
1+cos2 x dx

三、(12 分) 设 f(x) 在 x = 0 处存在二阶导数 f ′′(0), 且 limx→0
f(x)
x

= 0, 证明: 级数∑∞
n=1

∣∣f ( 1
n

)∣∣收敛
四、(10分)设 |f(x)| 6 π, f ′(x) > m > 0(a 6 x 6 b)。证明

∣∣∣∫ ba sin f(x)dx∣∣∣ 6 2
m

五、(14分)设 Σ是一个光滑封闭曲面,方向朝外。给定第二型的曲面积分

I =

∫∫
Σ

(
x3 − x

)
dydz +

(
2y3 − y

)
dzdx+

(
3z3 − z

)
dxdy

试确定曲面 Σ,使得积分 I 的值最小,并求该最小值。

六、(14分 )设 Ia(r) =
∫
C

ydx−xdy
(x2+y2)a

,其中 a为常数,曲线 C 为椭圆 x2 + xy + y2 = r2,取

正向。求极限 limr→+∞ Ia(r)。

七、(14分)判断级数
∑∞

n=1

1+ 1
2
+···+ 1

n

(n+1)(n+2)
的敛散性,若收敛,求其和
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7.1 参考答案

一、(1)解因为 sin
(
π
√
1 + 4n2

)
= sin

(
π
√
1 + 4n2 − 2nπ

)
= sin π

2n+
√
1+4n2

原式 = lim
n→∞

(
1 + sin

π

2n+
√
1 + 4n2

)n
= exp

[
lim
n→∞

n ln
(
1 + sin

π

2n+
√
1 + 4n2

)]
= exp

(
lim
n→∞

n sin
π

2n+
√
1 + 4n2

)
= exp

(
lim
n→∞

πn

2n+
√
1 + 4n2

)
= e

π
4

(2)证明 记 an =
∫ (n+1)π

nπ
| sinx|
x

dx,只要证明
∑∞

n=0 an发散。因为

an > 1

(n+ 1)π

∫ (n+1)π

nπ

| sinx|dx =
1

(n+ 1)π

∫ π

0

sinxdx =
2

(n+ 1)π

而
∑∞

n=0
2

(n+1)π
发散,故

∑∞
n=0 an发散。

（3）解方程两边对 x求导,得

3x2 + 6xy + 3x2y′ − 6y2y′ = 0

故 y′ = x(x+2y)
2y2−x2 ,令 y′ = 0,得 x(x + 2y) = 0 ⇒ x = 0或 x = −2y。将 x = 0和 x = −2y代

入所给方程,得  x = 0,

y = −1
和

 x = −2

y = 1

又

y′′ =
(2y2 − x2) (2x+ 2xy′ + 2y)− (x2 + 2xy) (4yy′ − 2x)

(2y2 − x2)2

∣∣∣∣
x=0y=−1

y′=0

= −1 < 0, y′′ |x=−2y=1
y′=0

> 0

故 y(0) = −1为极大值, y(−2) = 1为极小值。

（4）解设切点 A的坐标为 (t, 3
√
t),曲线过 A点的切线方程为

y − 3
√
t =

1

3
3
√
t2
(x− t)

令 y = 0,由上式可得切线与 x轴交点 B 的横坐标 x0 = −2t◦设 A在 x轴上的投影点为 C 。

如题 (4)图所示平面图形△ABC 的面积一曲边梯形 OCA的面积

S =
1

2
3
√
t · 3t−

∫ t

0

3
√
xdx =

3

4
t

3
√
t =

3

4
⇒ t = 1

故 A的坐标为 (1,1)。
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图 1: 题 (4)图

二、解

I =

∫ 0

−π

x sinx · arctan ex

1 + cos2 x
dx+

∫ π

0

x sinx · arctan ex

1 + cos2 x
dx

=

∫ π

0

x sinx · arctan e−x

1 + cos2 x
dx+

∫ π

0

x sinx · arctan sx

1 + cos2 x
dx

=

∫ π

0

(
arctan ex + arctan e−x

) x sinx
1 + cos2 x

dx

=
π

2

∫ π

0

x sinx
1 + cos2 x

dx =
(π
2

)2 ∫ π

0

sinx
1 + cos2 x

dx = −
(π
2

)2
arctan(cosx)

∣∣∣∣π
0

=
π3

8

三、证明由于 f(x)在 x = 0处连续,且 limx→0
f(x)
x

= 0,则

f(0) = lim
x→0

f(x) = lim
x→0

f(x)

x
· x = 0, f ′(0) = lim

x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= 0

应用洛必达法则,得

lim
x→0

f(x)

x2
= lim

x→0

f ′(x)

2x
= lim

x→0

f ′(x)− f ′(0)

2(x− 0)
=

1

2
f ′′(0)

所以

lim
n→∞

∣∣f ( 1
n

)∣∣
1
n2

=
1

2
|f ′′(0)|

由于级数
∑∞

n=1
1
n2 收敛,从而

∑∞
n=1

∣∣f ( 1
n

)∣∣收敛
四、 证法 1因为 f ′(x) > m > 0(a 6 x 6 b),所以 f(x)在 [a, b]上严格单增,从而有

反函数。设 A = f(a), B = f(b), φ(x)是 f(x)的反函数,则

0 < φ′(y) =
1

f ′(x)
6 1

m

又 f(x) 6 π,则 −π 6 A < B 6 π,所以∣∣∣∣∫ b

a

sin f(x)dx
∣∣∣∣ x=φ(y)=⇒

∣∣∣∣∫ B

A

φ′(y) sin ydy
∣∣∣∣ 6 ∫ π

0

1

m
sin ydy =

2

m
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证法 2
∣∣∣∫ ba sin f(x)dx∣∣∣ = ∣∣∣∫ ba f ′(x) sin f(x)

f ′(x)
dx
∣∣∣ 6 1

m

∣∣∣∫ ba sin f(x)df(x)∣∣∣ = 1
m

∣∣[− cos f(x)]ba
∣∣ 6 2

m

五、解 记 Σ围成的立体为 V ,由高斯公式，

I =

∫∫∫
V

(
3x2 + 6y2 + 9z2 − 3

)
dv = 3

∫∫∫
V

(
x2 + 2y2 + 3z2 − 1

)
dxdydz

为了使 I 达到最小,就要求 V 是使得 x2 + 2y2 + 3z2 − 1 6 0的最大空间区域,即

V =
{
(x, y, z) | x2 + 2y2 + 3z2 6 1

}
所以 V 是一个椭球 ,Σ是椭球 V 的表面时,积分 I 最小。为求该最小值,作变换

x = u

y = v√
2

z = w√
3

则 ∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

= 1√
6
,有 I = 3√

6

∫∫∫
u2+v2+w2≤1

(u2 + v2 + w2 − 1) dudvdw◦使用球坐标变换,得

I =
3√
6

∫ 2π

0

dθ
∫ π

0

dφ
∫ 1

0

(
r2 − 1

)
r2 sinφdr = −4

√
6

15
π

六、做变换  x = u−v√
2

y = u+v√
2

曲线C变为 uOv平面上的曲线 Γ : 3
2
u2+ 1

2
v2 = r2,也是取正向,且有 x2+y2 = u2+v2, ydx−

xdy = vdu− udv

Ia(r) =

∫
Γ

vdu− udv
(u2 + v2)a

作变换  u =
√

2
3
r cos θ

v =
√
2r sin θ

则有vdu− udv = − 2√
3
r2dθ

Ia(r) = − 2√
3
r2(1−a)

∫ 2π

0
dθ

( 2
3
cos2 θ+2 sin2 θ)

a = − 2√
3
r−2(1−a)Ja

,

其中Ja =
∫ 2π

0
dθ

( 2
3
cos2 θ+2 sin2 θ)

a , 0 < Ja < +∞

因此当 a > 1和 a < 1时,所求极限分别为 0和十∞◦而当 a = 1时，

J1 =

∫ 2π

0

dθ
2
3
cos2 θ + 2 sin2 θ

= 4

∫ π
2

0

dθ
cos2 θ

(
2
3
+ 2 tan2 θ

)
= 4

∫ π
2

0

dtan θ
2
3
+ 2 tan2 θ

= 2

∫ +∞

0

dt(√
3
3

)2
+ t2

=
2
√
3
3

arctan
t
√
3
3

∣∣∣∣∣
+∞

0

=
√
3π

34



故所求极限为

lim
r→+∞

Ia(r) =


0 a > 1

−∞, a < 1

−2π, a = 1

七、解 (1)记 an = 1 + 1
2
+ · · ·+ 1

n
, un = an

(n+1)(n+2)
, n = 1, 2, 3, · · · ,因为 n充分大时

0 < an = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
< 1 +

∫ n

1

1

x
dx = 1 + lnn <

√
n

所以 un 6
√
n

(n+1)(n+2)
< 1

n
3
2
,而

∑∞
n=1

1

n
3
2
收敛,所以

∑∞
n=1 un收敛。

(2) ak = 1 + 1
2
+ · · ·+ 1

k
(k = 1, 2, · · · ),

Sn =
n∑
k=1

1 + 1
2
+ · · ·+ 1

k

(k + 1)(k + 2)
=

n∑
k=1

ak
(k + 1)(k + 2)

=
n∑
k=1

(
ak

k + 1
− ak
k + 2

)
=
(a1
2

− a1
3

)
+
(a2
3

− a2
4

)
+ · · ·+

(
an−1

n
− an−1

n+ 1

)
+

(
an

n+ 1
− an
n+ 2

)
=

1

2
a1 +

1

3
(a2 − a1) +

1

4
(a3 − a2) + · · ·+ 1

n+ 1
(an − an−1)−

1

n+ 2
an

=

(
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

n · (n− 1)

)
− 1

n+ 2
an = 1− 1

n
− 1

n+ 2
an

因为 0 < an < 1+ lnn,所以 0 < an
n+2

< 1+lnn
n+2
且 limn→∞

1+lnn
n+2

= 0。故 limn→∞
an
n+2

= 0。于

是 S = limn→∞ Sn = 1− 0− 0 = 1
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8 第四届全国大学生数学竞赛预赛 (2012年非数学类)

一、解答下列各题 (本题共 5个小题,每小题 6分,共 30分 ) (要求写出重要步逐)

(1)求极限 limn→∞(n!)
1
n2 。

(2)求通过直线 L :

 2x+ y − 3z + 2 = 0,

5x+ 5y − 4z + 3 = 0
的两个相互垂直的平面 π1 和 π2,使其中

一个平面过点 (4,­3,1)。

(3)已知函数 z = u(x, y)eax+by,且 ∂2u
∂x∂y

= 0,确定常数 a和 b,使函数 z = z(x, y)满足方

程
∂2z

∂x∂y
− ∂z

∂x
− ∂z

∂y
+ z = 0

(4)设函数 u = u(x)连续可微 , u(2) = 1,且
∫
L
(x + 2y)udx + (x+ u3)udy 在右半平面

与路径无关,求 u(x)。

(5)求极限 limx→+∞
3
√
x
∫ x+1

x
sin t√
t+cos tdt

二、(10分)计算
∫ +∞
0

e−2x| sinx|dx

三、(10分)求方程 x2 sin 1
x
= 2x− 501的近似解,精确到 0.001。

四、(12 分) 设函数 y = f(x) 的二阶导数连续, 且 f ′′(x) > 0, f(0) = 0, f ′(0) = 0, 求

limx→0
x3f(u)

f(x) sin3 u ,其中 u是曲线 y = f(x)在点 P (x, f(x))处的切线在 x轴上的截距。

五、(12 分) 求最小的实数 C, 使得满足
∫ 1

0
|f(x)|dx = 1 的连续的函数 f(x) 都有∫ 1

0
f(
√
x)dx 6 C

六、(12分)设 F (x)为连续函数, t > 0。区域 Ω是由抛物线 z = x2+y2和球面 x2+y2+

z2 = t2所围起来的部分。定义三重积分

F (t) =

∫∫
Ω

f
(
x2 + y2 + z2

)
dv

求 F (t)的导数 F ′(t)。

七、(14分)设
∑∞

n=1 an与
∑∞

n=1 bn为正项级数。

(1)若 limn→∞

(
an

an+1bn
− 1

bn+1

)
> 0,则

∑∞
n=1 an收敛

(2)若 limn→∞

(
an

an+1bn
− 1

bn+1

)
< 0,且

∑∞
n=1 bn发散,则

∑∞
n=1 an发散。
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8.1 参考答案

一、(1)因为 (n!)
1
n2 = e

1
n2 ln(n!),而

1

n2
ln(n!) 6 1

n

(
ln 1
1

+
ln 2
2

+ · · ·+ lnn
n

)
, 且 lim

n→∞

lnn
n

= 0

所以

lim
n→∞

1

n

(
ln 1
1

+
ln 2
2

+ · · ·+ lnn
n

)
= 0

即

lim
n→∞

1

n2
ln(n!) = 0, 故 lim

n→∞
(n!)

1
n2 = 1

（2)解过直线 L的平面束为

λ(2x+ y − 3z + 2) + µ(5x+ 5y − 4z + 3) = 0

即

(2λ+ 5µ)x+ (λ+ 5µ)y − (3λ+ 4µ)z + (2λ+ 3µ) = 0

若平面 π1过点 (4,−3, 1),代人得 λ+ µ = 0,即 µ = −λ,从而 π1的方程为

3x+ 4y − z + 1 = 0

若平面束中的平面 π2与 π1垂直,则

3(2λ+ 5µ) + 4(λ+ 5µ) + 1(3λ+ 4µ) = 0

解得 λ = −3µ,从而平面 π2的方程为 x− 2y − 5z + 3 = 0。

(3)解 ∂z
∂x

= eax+by
[
∂u
∂x

+ au(x, y)
]
, ∂z

∂y
= eax+by

[
∂u
∂y

+ bu(x, y)
]
,

∂2z

∂x∂y
= eax+by

[
b
∂u

∂x
+ a

∂u

∂y
+ abu(x, y)

]
故

∂2z

∂x∂y
− ∂z

∂x
− ∂z

∂y
+ z = eax+by

[
(b− 1)

∂u

∂x
+ (a− 1)

∂u

∂y
+ (ab− a− b+ 1)u(x, y)

]
若使 ∂2z

∂x∂y
− ∂z

∂x
− ∂z

∂y
+ z = 0,只有

(b− 1)
∂u

∂x
+ (a− 1)

∂u

∂y
+ (ab− a− b+ 1)u(x, y) = 0

即 a = b = 1。
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(4)解 由 ∂
∂x

(u (x+ u3)) = ∂
∂y
((x+ 2y)u)得 (x+ 4u3)u′ = u,即 dx

du −
1
u
x = 4u2,方程

通解为

x = elnu
(∫

4u2e− lnudu+ C

)
= u

(∫
4udu+ C

)
= u

(
2u2 + C

)
由 u(2) = 1得 C = 0,故 u =

(
x
2

) 1
3 。

（5)解因为当 x > 1时，∣∣∣∣ 3
√
x

∫ x+1

x

sin t√
t+ cos t

dt
∣∣∣∣ 6 3

√
x

∫ x+1

x

dt√
t− 1

6 2 3
√
x(
√
x−

√
x− 1) = 2

3
√
x

√
x+

√
x− 1

→ 0 (x→ +∞)

所以 limx→+∞
3
√
x
∫ x+1

x
sin t√
t+cos tdt = 0

二、解由于∫ nπ

0

e−2x| sinx|dx =
n∑
k=1

∫ kπ

(k−1)π

e−2x| sinx|dx =
n∑
k=1

∫ kπ

(k−1)π

(−1)k−1e−2x sinxdx

应用分部积分法 ∫ kπ

(k−1)π

(−1)k−1e−2x sinxdx =
1

5
e−2kπ

(
1 + e2π

)
所以 ∫ nπ

0

e−2x| sinx|dx =
1

5

(
1 + e2π

) n∑
k=1

e−2kπ =
1

5

(
1 + e2π

) e−2π − e−2(n+1)π

1− e−2π

当 nπ 6 x < (n+ 1)π时，∫ nπ

0

e−2x| sinx|dx 6
∫ x

0

e−2x| sinx|dx <
∫ (n+1)π

0

e−2x| sinx|dx

令 n→ ∞,由夹逼准则，得∫ ∞

0

e−2x| sinx|dx = lim
x→∞

∫ x

0

e−2x| sinx|dx =
1

5

e2π + 1

e2π − 1

注 如果最后不用夹逼准则，而用∫ ∞

0

e−2x| sinx|dx = lim
n→∞

∫ nπ

0

e−2x| sinx|dx =
1

5

e2π + 1

e2π − 1

需先说明
∫∞
0
e−2x| sinx|dx收敛。

三、解由泰勒公式有

sin t = t− sin(θt)
2

t2, 0 < θ < 1

令 t = 1
x
得 sin 1

x
= 1

x
− sin( θ

x)
2x2

,代人原方程得

x− 1

2
sin
(
θ

x

)
= 2x− 501, 即x = 501− 1

2
sin
(
θ

x

)
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由此知 x > 500, 0 < θ
x
< 1

500
，

|x− 501| = 1

2

∣∣∣∣sin(θx
)∣∣∣∣ 6 1

2

θ

x
6 1

1000
= 0.001

所以 , x = 501即为满足题设条件的解。

四、解 曲线 y = f(x)在点 p(x, f(x))处的切线方程为

Y − f(x) = f ′(x)(X − x)

令 Y = 0,则有 X = x− f(x)
f ′(x)

,由此 u = x− f(x)
f ′(x)

,且有

lim
x→0

u = lim
x→0

(
x− f(x)

f ′(x)

)
= − lim

x→0

f(x)−f(0)
x

f ′(x)−f ′(0)
x

=
f ′(0)

f ′′(0)
= 0

由 f(x)在 x = 0处的二阶泰勒公式

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2
x2 + o

(
x2
)
=
f ′′(0)

2
x2 + o

(
x2
)

得

lim
x→0

u

x
= 1− lim

x→0

f(x)

xf ′(x)
= 1− lim

x→0

f ′′(0)
2
x2 + o (x2)

xf ′(x)

= 1− lim
x→0

f ′′(0)
2

+
o(x2)
x2

f ′(x)−f ′(0)
x

= 1− 1

2

f ′′(0)

f ′′(0)
=

1

2

故

lim
x→0

x3f(u)

f(x) sin3 u
= lim

x→0

x3
(
f ′′(0)

2
u2 + o (u2)

)
u3
(
f ′′(0)

2
x2 + o (x2)

) = lim
x→0

x

u
= 2

五、解由于
∫ 1

0
|f(

√
x)|dx =

∫ 1

0
|f(t)|2tdt 6 2

∫ 1

0
|f(t)|dt = 2 另一方面, 取 fn(x) =

(n+ 1)xn,则
∫ 1

0
|fn(x)| dx =

∫ 1

0
fn(x)dx = 1,而∫ 1

0

fn(
√
x)dx = 2

∫ 1

0

tfn(t)dt = 2
n+ 1

n+ 2
= 2

(
1− 1

n+ 2

)
→ 2 (n→ ∞)

因此最小的实数 C = 2。

六、解法 1 记 g = g(t) =
√
1+4t2−1

2
, 则 Ω 在 xy 面上的投影为 x2 + y2 6 g 。在

曲线 S :

 x2 + y2 = z

x2 + y2 + z2 = t2
上任取一点 (x, y, z), 则原点到该点的射线和 z 轴的夹角

为 θt = arccos z
t
= arccos g

t
。取 ∆t > 0, 则 θt > θt+∆t◦ 对于固定的 t > 0, 考虑积分差

F (t +∆t) − F (t),这是一个在厚度为 ∆t的球壳上的积分。原点到球壳边缘上的点的射线
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和 z 轴夹角在 θt+∆t 和 θt 之间。我们使用球坐标变换来做这个积分,由积分的连续性可知,

存在 α = α(∆t), θt+∆t 6 α 6 θt,使得

F (t+∆t)− F (t) =

∫ 2π

0

dφ
∫ a

0

dθ
∫ t+∆t

t

f
(
r2
)
r2 sin θdr

这样就有 F (t+∆t)− F (t) = 2π(1− cosα)
∫ t+∆t

t
f (r2) r2dr◦而当 ∆t→ 0+时

cosα → cos θt =
g(t)

t
,
1

∆t

∫ t+∆t

t

f
(
r2
)
r2dr → t2f

(
t2
)

故 F (t)的右导数为

2π

(
1− g(t)

t

)
t2f
(
t2
)
= π

(
2t+ 1−

√
1 + 4t2

)
tf
(
t2
)

当 ∆t < 0时,考虑 F (t)− F (t+∆t)可以得到同样的左导数。因此

F ′(t) = π
(
2t+ 1−

√
1 + 4t2

)
tf
(
t2
)

解法 2 令


x = r cos θ

y = r sin θ

z = z

则 Ω :


0 6 θ 6 2π

0 6 r 6 a

r2 6 z 6
√
t2 − r2

其中 a 满足 a2 + a4 = t2, 即

a2 =
√
1+4t2−1

2
。故有

F (t) =

∫ 2π

0

dθ
∫ a

0

rdr
∫ √

t2−r2

r2
f
(
r2 + z2

)
dz = 2π

∫ a

0

r

(∫ √
t2−r2

r2
f
(
r2 + z2

)
dz

)
dr

从而有

F ′(t) = 2π

(
a

∫ √
t2−a2

a2
f
(
a2 + z2

)
dz · da

dt
+

∫ a

0

rf
(
r2 + t2 − r2

) t√
t2 − r2

dr

)

注意到
√
t2 − a2 = a2,第一个积分为 0,我们得到

F ′(t) = 2πf
(
t2
)
t

∫ a

0

r
1√

t2 − r2
dr = −πtf

(
t2
) ∫ a

0

d (t2 − r2)√
t2 − r2

所以 F ′(t) = 2πtf (t2) (t− a2) = πtf (t2)
(
2t+ 1−

√
1 + 4t2

)
七、证 (1)设 limn→∞

(
an

an+1bn
− 1

bn+1

)
= 2δ > δ > 0,则存在 N ∈ N,对于任意的 n > N,

有
an
an+1

1
bn

− 1
bn+1

> δ, an
bn

− an+1

bn+1
> δan+1, an+1 <

1
δ

(
an
bn

− an+1

bn+1

)
,∑m

n=N an+1 6 1
δ

∑m
n=N

(
an
bn

− an+1

bn+1

)
6 1

δ

(
aN
bN

− am+1

bm+1

)
6 1

δ
aN
bN

因而
∑∞

n=1 an的部分和有上界,从而
∑∞

n=1 an收敛。
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(2)若 limn→∞

(
an
an+1

1
bn

− 1
bn+1

)
< δ < 0,则存在 N ∈ N,对于任意的 n > N,有 an

an+1
<

bn
bn+1

,于是

an+1 >
bn+1

bn
an > · · · > bn+1

bn

bn
bn−1

· · · bN+1

bN
aN =

aN
bN
bn+1

于是由
∑∞

n=1 bn发散,得到
∑∞

n=1 an发散。
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9 第三届全国大学生数学竞赛预赛 (2011年非数学类)

一、计算下列各题 (本题共 4个小题,每小题 6分,共 24分 ) (要求写出重要步骤)

(1) limx→0
(1+x)

2
x−e2(1−ln(1+x))

x

(2)设 an = cos θ
2
· cos θ

22
· · · · · · cos θ

2n
,求 limn→∞ an

(3)求
∫∫

D
sgn(xy − 1)dxdy,其中 D = {(x, y) | 0 6 x 6 2, 0 6 y 6 2}

（4）求幂级数
∑∞

n=1
2n−1
2n

x2n−2的和函数,并求级数
∑∞

n=1
2n−1
22n−1 的和。

二、(本题两问,每问 8分,共 16分 )设 {an}∞n=0为数列 , a, λ为有限数,求证:

(1)如果 limn→∞ an = a,则 limn→∞
a1+a2+···+an

n
= a◦

(2)如果存在正整数 p,使得 limn→∞ (an+p − an) = λ,则 limn→∞
an
n
= λ

p
。

三、( 15 分 ) 设函数 f(x) 在闭区间 [­1,1] 上具有连续的三阶导数, 且 f(−1) = 0,

f(1) = 1, f ′(0) = 0�求证:在开区间 (­1,1)内至少存在一点 x0,使得 f ′′′ (x0) = 3。

四、(15分)在平面上,有一条从点 (a, 0)向右的射线,其线密度为 ρ◦在点 (0, h)处 (其

中 h > 0 )有一质量为m的质点。求射线对该质点的引力。

五、(15分)设 z = z(x, y)是由方程 F
(
z + 1

x
, z − 1

y

)
= 0确定的隐函数,且具有连续的

二阶偏导数。求证 : x2 ∂z
∂x

− y2 ∂z
∂y

= 1和 x3 ∂
2z
∂x2

+ xy(x− y) ∂2z
∂x∂y

− y3 ∂
2z
∂y2

+ 2 = 0

六、(15分 )设函数 f(x)连续 , a, b, c为常数 ,Σ是单位球面 x2 + y2 + z2 = 1。记第一

型曲面积分 I =
∫∫

Σ
f(ax+ by + cz)dS◦求证 : I = 2π

∫ 1

−1
f
(√

a2 + b2 + c2u
)
du◦
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9.1 参考答案

一、(1)解因为

(1+x)
2
x−e2(1−ln(1+x))

x
= e

2
x ln(1+x)−e2(1−ln(1+x))

x

limx→0
e2 ln(1+x)

x
= e2

limx→0
e
2
x ln(1+x)−e2

x
= e2 limx→0

e
2
x ln(1+x)−2−1

x
= e2 limx→0

2
x
ln(1+x)−2

x

= 2e2 lim
x→0

ln(1 + x)− x

x2
= 2e2 lim

x→0

1
1+x

− 1

2x
= −e2

所以

lim
x→0

(1 + x)
2
x − e2(1− ln(1 + x))

x
= 0

（2)解 若 θ = 0,则 limn→∞ an = 1。若 θ ̸= 0,则当 n充分大,使得 2n > |k|时

an = cos
θ

2
· cos θ

22
· · · · · cos θ

2n

= cos
θ

2
· cos θ

22
· · · · · cos θ

2n
· sin θ

2n
· 1

sin θ
2n

= cos
θ

2
· cos θ

22
· · · · · cos θ

2n−1
· 1
2
· sin θ

2n−1
· 1

sin θ
2n

= cos
θ

2
· cos θ

22
· · · · · cos θ

2n−2
· 1

22
· sin θ

2n−2
· 1

sin θ
2n

=
sin θ

2n sin θ
2n

这时 , limn→∞ an = limn→∞
sin θ

2n sin θ
2n

= sin θ
θ

（3）解设

D1 =
{
(x, y) | 0 6 x 6 1

2
, 0 6 y 6 2

}
, D2 =

{
(x, y) | 1

2
6 x 6 2, 0 6 y 6 1

x

}
D3 =

{
(x, y) | 1

2
6 x 6 2, 1

x
6 y 6 2

}∫∫
D1∪D2

dxdy = 1 +
∫ 2

1
2

dx
x
= 1 + 2 ln 2,

∫∫
D3

dxdy = 3− 2 ln 2∫∫
D
sgn(xy − 1)dxdy =

∫∫
D3

dxdy −
∫∫

D1∪D2
dxdy = 2− 4 ln 2

(4)解 令 S(x) =
∑∞

n=1
2n−1
2n

x2n−2,则其定义区间为 (−
√
2,
√
2)。∀x ∈ (−

√
2,
√
2),有∫ x

0

S(t)dt =
∞∑
n=1

∫ x

0

2n− 1

2n
t2n−2dt =

∞∑
n=1

x2n−1

2n
=
x

2

∞∑
n=1

(
x2

2

)n−1

=
x

2− x2

于是

S(x) =
(

x
2−x2

)′
= 2+x2

(2−x2)2 , x ∈ (−
√
2,
√
2)∑∞

n=1
2n−1
22n−1 =

∑∞
n=1

2n−1
2n

(
1√
2

)2n−2

= S
(

1√
2

)
= 10

9
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二、证明 (1)由 limn→∞ an = a,∃M > 0使得 |an| 6 M,且 ∀ε > 0,∃N1 ∈ N,当 n > N1

时

|an − a| < ε

2

因为 ∃N2 > N1,当 n > N2时 , N1(M+|a|)
n

< ε
2
。于是∣∣∣∣a1 + a2 + · · ·+ an

n
− a

∣∣∣∣ 6 N1(M + |a|)
n

ε

2
+

(n−N1)

n

ε

2
< ε

所以

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= a

(2)对于 i = 0, 1, · · · , p− 1,令 A
(i)
n = a(n+1)p+i− anp+i,易知

{
A

(i)
n

}
为 {an+p − an}的子

列。

由 lim
n→∞

(an+p − an) = λ, 知 lim
n→∞

A(i)
n =λ, 从而

lim
n→∞

A
(i)
1 + A

(i)
2 + · · ·+ A

(i)
n

n
= λ

而 A
(i)
1 + A

(i)
2 + · · ·+ A

(i)
n = a(n+1)p+i − ap+i,所以

lim
n→∞

a(n+1)p+i − ap+i
n

= λ

由 limn→∞
ap+i

n
= 0,知 limn→∞

a(n+1)p+i

n
= λ,从而

lim
n→∞

a(n+1)p+i

(n+ 1)p+ i
= lim

n→∞

n

(n+ 1)p+ i
·
a(n+1)p+i

n
=
λ

p

∀m ∈ N,∃n, p, i ∈ N, 0 6 i 6 p − 1, 使得 m = np + i, 且当 m → ∞�, n → ∞, 所以

, limn→∞
an
n
= λ

p

三、证明由麦克劳林公式,得

f(x) = f(0) +
1

2!
f ′′(0)x2 +

1

3!
f ′′′(η)x3

η介于 0与 x之间 , x ∈ [−1, 1]。在上式中分别取 x = 1和 x = −1,得

1 = f(1) = f(0) + 1
2!
f ′′(0) + 1

3!
f ′′′ (η1) , 0 < η1 < 1

0 = f(−1) = f(0) + 1
2!
f ′′(0)− 1

3!
f ′′′ (η2) , −1 < η2 < 0

两式相减,得

f ′′′ (η1) + f ′′′ (η2) = 6

由于 f ′′′(x)在闭区间 [­1,1]上连续,因此 f ′′′(x)在闭区间 [η2, η1]上有最大值M 和最小值

m,从而

m 6 1

2
(f ′′′ (η1) + f ′′′ (η2)) 6M
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再由连续函数的介值定理,至少存在一点 x0 ∈ [η2, η1] ⊂ (−1, 1),使得

f ′′′ (x0) =
1

2
(f ′′′ (η1) + f ′′′ (η2)) = 3

四、解在 x轴的 x处取一小段 dx,其质量是 ρdx,到质点的距离为
√
h2 + x2,这一小段

与质点的引力是 dF = Gmρdx
h2+x2

(其中 G为万有引力常数 )。这个引力在水平方向的分量为

dFx = Gmρxdx
(h2+x2)

3
2
,从而

Fx =

∫ +∞

a

Gmρxdx
(h2 + x2)

3
2

=
Gm ρ

2

∫ +∞

a

d (x2)
(h2 + x2)

3
2

= − Gm ρ
(
h2 + x2

)− 1
2

∣∣∣+∞

a
=

Gmρ√
h2 + a2

而 dF 在坚直方向的分量为 dFy = − Gmρhdx
(h2+x2)

3
2
,故

Fy =

∫ +∞

a

− Gmρhdx
(h2 + x2)

3
2

= −
∫ π

2

arctan a
h

Gmρh2 sec2 t
h3 sec3 t

dt = −Gmρ
h

∫ π
2

arctan a
h

cos tdt

= −Gmρ
h

(
1− sin arctan

a

h

)
=
Gmρ

h

(
a√

a2 + h2
− 1

)
所求引力向量为 F = (Fx, Fy)。

五、解对方程两边求导(
∂z

∂x
− 1

x2

)
F ′
1 +

∂z

∂x
F ′
2 = 0,

∂z

∂y
F ′
1 +

(
∂z

∂y
+

1

y2

)
F ′
2 = 0

由此解得
∂z

∂x
=

F ′
1

x2 (F ′
1 + F ′

2)
,

∂z

∂y
=

−F ′
2

y2 (F ′
1 + F ′

2)

所以

x2
∂z

∂x
− y2

∂z

∂y
= 1

将上式再求导

x2
∂2z

∂x2
− y2

∂2z

∂y∂x
= −2x

∂z

∂x
, x2

∂2z

∂x∂y
− y2

∂2z

∂y2
= 2y

∂z

∂y

相加得到

x3
∂2z

∂x2
+ xy(x− y)

∂2z

∂x∂y
− y3

∂2z

∂y2
+ 2 = 0

六、解 由 Σ的面积为 4π 可见: 当 a, b, c都为零时,等式成立。当它们不全为零时,

可知: 原点到平面 ax+ by + cz + d = 0的距离是

|d|√
a2 + b2 + c2
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设平面 Pu : u = ax+by+cz√
a2+b2+c2

,其中 u固定,则 |u|是原点到平面 Pu 的距离,从而 −1 6 u 6 1,

被积函数取值为 f
(√

a2 + b2 + c2u
)
。两平面 Pu和 Pu+ du 截单位球 Σ的截下的部分,这部

分摊开可以看成一个细长条。这个细长条的长是 2π
√
1− u2,宽是 du√

1−u2 ,它的面积是 2πdu,

得证。
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10 第二届全国大学生数学竞赛预赛 (2010年非数学类)

一、计算下列各题 (本题共 5个小题,每小题 5分,共 25分 ) (要求写出重要步骤)

(1)设 xn = (1 + a) (1 + a2) · · ·
(
1 + a2

n)
,其中 |a| < 1,求 limn→∞ xn。

(2)求 limx→∞ e−x
(
1 + 1

x

)x2
(3)设 s > 0,求 In =

∫ +∞
0

e−sxxndx(n = 1, 2, · · · )

(4)设函数 f(t)有二阶连续导数 , r =
√
x2 + y2, g(x, y) = f

(
1
r

)
,求 ∂2g

∂x2
+ ∂2g

∂y2
。

(5)求直线 l1 :

 x− y = 0,

z = 0
与直线 l2 :

x−2
4

= y−1
−2

= z−3
−1
的距离。

二、(15分)设函数 f(x)在 (−∞,+∞)上具有二阶导数,并且

f ′′(x) > 0, lim
x→+∞

f ′(x) = α > 0, lim
x→−∞

f ′(x) = β < 0

且存在一点 x0,使得 f (x0) < 0。证明: 方程 f(x) = 0在 (−∞,+∞)恰有两个实根

三、(15分)设函数 y = f(x)由参数方程 x = 2t+ t2

y = ψ(t)
, t > −1

所确定,且 d2y
dx2 = 3

4(1+t)
,其中 ψ(t)具有二阶导数,曲线 y = ψ(t)与 y =

∫ t2
1
e−u2du+ 3

2e 在 t =

1处相切。求函数 ψ(t)。

四、( 15分 )设 an > 0, Sn =
∑n

k=1 ak,证明:

(1)当 α > 1时,级数
∑+∞

n=1
an
Sa
n
收敛 ;

(2)当 α 6 1,且 Sn → ∞(n→ ∞)时,级数
∑+∞

n=1
an
Sα
n
发散。

五、(15分)设 l是过原点、方向为 (α, β, γ) (其中 α2 + β2 + γ2 = 1 )的直线,均匀椭球
x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
6 1(其中 0 < c < b < a,密度为 1 )绕 l旋转。

（1）求其转动惯量;

（2)求其转动惯量关于方向 (α, β, γ)的最大值和最小值。

六、(15分)设函数 φ(x)具有连续的导数,在围绕原点的任意光滑的简单闭曲线 C 上,

曲线积分
∮
C

2xydx+φ(x)dy
x4+y2

的值为常数。

(1)设 L为正向闭曲线 (x− 2)2 + y2 = 1。证明 :
∮
L

2xydx+φ(x)dy
x4+y2

= 0。
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（2)求函数 φ(x)。

(3)设 C 是围绕原点的光滑简单正向闭曲线,求
∮
C

2xydx+φ(x)dy
x4+y2

。
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10.1 参考答案

一、(1)解将 xn恒等变形

xn = (1− a) · (1 + a) ·
(
1 + a2

)
· · · · ·

(
1 + a2

n) · 1

1− a

=
(
1− a2

)
·
(
1 + a2

)
· · · · ·

(
1 + a2

n) · 1

1− a

=
(
1− a4

)
·
(
1 + a4

)
· · · · ·

(
1 + a2

n) · 1

1− a
=

1− a2
n+1

1− a

由于 |a| < 1,可知 limn→∞ a2
n+1

= 0,从而 limn→∞ xn = 1
1−a 。

(2)解 limx→∞ e−x
(
1 + 1

x

)x2
= limx→∞

[(
1 + 1

x

)x e−1
]x

= exp
{
limx→∞

[
ln
(
1 + 1

x

)x − 1
]
x
}
=

exp
{
limx→∞ x

[
x ln

(
1 + 1

x

)
− 1
]}

= exp
{
limx→∞ x

[
x
(
1
x
− 1

2x2
+ o

(
1
x2

))
− 1
]}

= e− 1
2

（3)解法 1 因为 s > 0时 , limx→+∞ e−sxxn = 0,所以

In = −1

s

∫ +∞

0

xnde−sx = −1

s

[
xne−sx

∣∣+∞
0

−
∫ +∞

0

e−sxdxn
]
=
n

s
In−1

由此得到

In =
n

s
In−1 =

n

s
· n− 1

s
In=2 = · · · = n!

sn
I0 =

n!

sn+1

解法 2 令 t = sx,则 dt = sdx,于是

In =
1

sn+1

∫ +∞

0

tne−tdt =
Γ(n+ 1)

sn+1
=

n!

sn+1

(4)解因为 ∂r
∂x

= x
r
, ∂r
∂y

= y
r
,所以

∂g

∂x
= − x

r3
f ′
(
1

r

)
,

∂2g

∂x2
=
x2

r6
f ′′
(
1

r

)
+

2x2 − y2

r5
f ′
(
1

r

)
,

利用对称性有
∂2g

∂x2
+
∂2g

∂y2
=

1

r4
f ′′
(
1

r

)
+

1

r3
f ′
(
1

r

)
(5) 解 直线 l1 的对称式方程为 l1 : x

1
= y

1
= z

0
。记两直线的方向向量分别为

l1 = (1, 1, 0), l2 = (4,−2,−1),两直线上的定点分别为 P1(0, 0, 0)和 P2(2, 1, 3), a = P1P2 =

(2, 1, 3)。l1 × l2 = (−1, 1,−6)。由向量的性质可知,两直线的距离

d =

∣∣∣∣a · (l1 × l2)

|l1 × l2|

∣∣∣∣ = | − 2 + 1− 18|√
1 + 1 + 36

=
19√
38

=

√
19

2

二、证法 1 由 limx→+∞ f ′(x) = α > 0必有一个充分大的 a > x0,使得 f ′(a) > 0.由

f ′′(x) > 0知 y = f(x)是凹函数,从而

f(x) > f(a) + f ′(a)(x− a), x > a
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当 x→ +∞时

f(a) + f ′(a)(x− a) → +∞,

故存在 b > a,使得

f(b) > f(a) + f ′(a)(b− a) > 0

同样,由 lim f ′(x) = β < 0,必有 c < x0,使得 f ′(c) < 0。由 f ′′(x) > 0知 y = f(x)是凹函

数,从而

f(x) > f(c) + f ′(c)(x− c), x < c

当 x→ −∞时

f(c) + f ′(c)(x− c) → +∞

故存在 d < c,使得

f(d) > f(c) + f ′(c)(d− c) > 0

在 [x0, b]和 [d, x0]利用零点定理, ∃x1 ∈ (x0, b) , x2 ∈ (d, x0)使得 f (x1) = f (x2) = 0。下

面证明方程 f(x) = 0 在 (−∞,+∞) 只有两个实根。用反证法。假设方程 f(x) = 0 在

(−∞,+∞) 内有 3 个实根, 不妨设为 x1, x2, x3 且 x1 < x2 < x3 。用 f(x) 在区间 [x1, x2]

和 [x2, x3]上分别应用罗尔定理,则各至少存在一点 ξ1 (x1 < ξ1 < x2)和 ξ2 (x2 < ξ2 < x3),

使得 f ′ (ξ1) = f ′ (ξ2) = 0. 再将 f ′(x) 在区间 [ξ1, ξ2] 上使用罗尔定理, 则至少存在一点

η (ξ1 < η < ξ2) ,使 f ′′(η) = 0。此与条件 f ′′(x) > 0矛盾。从而方程 f(x) = 0在 (−∞,+∞)

不能多于两个根。

证法 2先证方程 f(x) = 0至少有两个实根。由 limx→+∞ f ′(x) = α > 0,必有一个充分

大的 a > x0,使得 f ′(a) > 0。因 f(x)在 (−∞,+∞)上具有二阶导数,故 f ′(x)及 f ′′(x)在

(−∞,+∞)均连续。由拉格朗日中值定理，对于 x > a有

f(x)− [f(a) + f ′(a)(x− a)] = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)

= f ′(ξ)(x− a)− f ′(a)(x− a)

= [f ′(ξ)− f ′(a)] (x− a)

= f ′′(η)(ξ − a)(x− a)

其中 , a < ξ < x, a < η < x,注意到 f ′′(η) > 0 ( 因为 f ′′(x) > 0) ,则

f(x) > f(a) + f ′(a)(x− a), x > a

又因 f ′(a) > 0,故存在 b > a,使得

f(b) > f(a) + f ′(a)(b− a) > 0
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又已知 f (x0) < 0,由连续函数的中间值定理,至少存在一点 x1 (x0 < x1 < b)使得 f (x1) =

0,即方程 f(x) = 0在 (x0,+∞)上至少有一个根 x1 。同理可证方程 f(x) = 0在 (−∞, x0)

上至少有一个根 x2。下面证明方程 f(x) = 0在 (−∞,+∞)只有两个实根。（以下同证法 1 )

三、解因为

dy
dx

=
ψ′(t)

2 + 2t
,
d2y
dx2

=
1

2 + 2t
· (2 + 2t)ψ′′(t)− 2ψ′(t)

(2 + 2t)2
=

(1 + t)ψ′′(t)− ψ′(t)

4(1 + t)3

由题设 d2y
dx2 = 3

4(1+t)
,故 (1+t)ψ′′(t)−ψ′(t)

4(1+t)3
= 3

4(1+t)
,从而

(1 + t)ψ′′(t)− ψ′(t) = 3(1 + t)2

即

ψ′′(t)− 1

1 + t
ψ′(t) = 3(1 + t)

设 u = ψ′(t),则有 u′ − 1
1+t
u = 3(1 + t),故

u = e
∫

1

1+td

[∫
3(1 + t)e−

∫
1

1+td
dt+C1

]
= (1 + t)

[∫
3(1 + t)(1 + t)−1dt+ C1

]
= (1 + t) (3t+ C1)

ψ(t) =

∫
(1 + t) (3t+ C1) dt =

∫ (
3t2 + (3 + C1) t+ C1

)
dt = t3 +

3 + C1

2
t2 + C1t+ C2

由曲线 y = ψ(t) 与 y =
∫ t2
1
e−u2du + 3

2e 在 t = 1 处相切知 ψ(1) = 3
2e , ψ

′(1) = 2
e 。所以

u|t=1 = ψ′(1) = 2
e ,由此知 C1 =

1
e − 3◦由 ψ(1) = 3

2e ,知 C2 = 2.于是

ψ(t) = t3 +
1

2e
t2 +

(
1

e
− 3

)
t+ 2, t > −1

四、证明 令 f(x) = x1−a, x ∈ [Sn−1, Sn]0 将 f(x)在区间 [Sn−1, Sn]上用拉格朗日中

值定理,存在 ξ ∈ (Sn−1, Sn) ,使

f (Sn)− f (Sn−1) = f ′(ξ) (Sn − Sn−1)

即

S1−a
n − S1−a

n−1 = (1− α)ξ−aan

(1)当 α > 1时
1

Sa−1
n−1

− 1

Sa−1
n

= (α− 1)
an
ξa

> (α− 1)
an
San

显然
{

1
Sa−1
n−1

− 1
Sa−1
n

}
的前 n项和有界,从而收敛,所以级数

∑+∞
n=1

an
Sa
n
收敛。
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（2)当 α = 1时,因为 an > 0, Sn单调递增,所以

n+p∑
k=n+1

ak
Sk

> 1

Sn+p

n+p∑
k=n+1

ak =
Sn+p − Sn
Sn+p

= 1− Sn
Sn+p

因为 Sn → +∞,对任意 n,当 p ∈ N, Sn

Sn+p
< 1

2
,从而

∑n+p
k=n+1

ak
Sk

> 1
2
。所以级数

∑+∞
n=1

an
Sa
n
发

散。当 α < 1时 , an
Sa
n
> an

Sn
◦由

∑+∞
n=1

an
Sn
发散及比较判别法 ,

∑+∞
n=1

an
Sa
n
发散。

五、解 (1)设旋转轴 l的方向向量为 l = (α, β, γ),粗球内任意一点 P (x, y, z)的径向量

为 r,则点 P 到旋转轴 l的距离的平方为

d2 = r2 − (r · l)2 =
(
1− α2

)
x2 +

(
1− β2

)
y2 +

(
1− γ2

)
z2 − 2αβxy − 2βγyz − 2αγxz

由积分区域的对称性可知∫∫∫
Ω

(2αβxy + 2βγyz + 2αγxz)dxdydz = 0, Ω =

{
(x, y, z) | x

2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
6 1

}
而 ∫∫∫

Ω
x2dxdydz =

∫ a
−a x

2dx
∫∫

y2

b2
+ z2

c2
61−x2

a2

dydz =
∫ a
−a x

2 · πbc
(
1− x2

a2

)
dx = 4a3bcπ

15(
或
∫∫∫

Ω
x2dxdydz =

∫ 2π

0
dθ
∫ π
0
dφ
∫ 1

0
a2r2 sin2 φ cos2 θ · abcr2 sinφdr = 4a3bcπ

15

)
∫∫∫

Ω
y2dxdydz = 4ab3cπ

15
,
∫∫∫

Ω
z2dxdydz = 4abc3π

15

由转动惯量的定义

Jl =

∫∫∫
Ω

d2dxdydz =
4abcπ

15

[(
1− α2

)
a2 +

(
1− β2

)
b2 +

(
1− γ2

)
c2
]

（2)考虑目标函数

V (α, β, γ) =
(
1− α2

)
a2 +

(
1− β2

)
b2 +

(
1− γ2

)
c2

在约束 α2 + β2 + γ2 = 1下的条件极值。设拉格朗日函数为

L(α, β, γ, λ) = (1− α)a2 +
(
1− β2

)
b2 +

(
1− γ2

)
c2 + λ

(
α2 + β2 + γ2 − 1

)
令

La = 2α
(
λ− a2

)
= 0, Lβ = 2β

(
λ− b2

)
= 0, Lγ = 2γ

(
λ− c2

)
= 0, Lλ = α2+β2+γ2−1 = 0

解得极值点为

Q1

(
±1, 0, 0, a2

)
, Q2

(
0,±1, 0, b2

)
, Q3

(
0, 0,±1, c2

)
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比较可知,绕 z轴 (短轴 )的转动惯量最大,为 Jmax =
4abcπ
15

(a2 + b2);绕 x轴 (长轴 )的转动

惯量最小,为

Jmin =
4abcπ

15

(
b2 + c2

)
六、解 (1)设

∮
C

2xydx+φ(x)dy
x4+y2

= I,闭曲线 L由 Li(i = 1, 2)组成。设 L0为不经过原点的

光滑曲线,使得 L0 ∪L−
1 (其中 L−

1 为 L1的反向曲线)和 L0 ∪L2分别组成围绕原点的分段光

滑闭曲线 Ci (i = 1, 2)。由曲线积分的性质和题设条件∮
L

2xydx+ φ(x)dy
x4 + y2

=

∫
L1

+

∫
L2

2xydx+ φ(x)dy
x4 + y2

=

∫
L2

+

∫
L0

−
∫
L0

−
∫
L−
1

2xydx+ φ(x)dy
x4 + y2

=

∮
C1

+

∮
C2

2xydx+ φ(x)dy
x4 + y2

= I − I = 0

(2)设 P (x, y) = 2xy
x4+y2

, Q(x, y) = φ(x)
x4+y2

。令 ∂Q
∂x

= ∂P
∂y
,即

φ′(x)(x4+y2)−4x3φ(x)

(x4+y2)2
= 2x5−2xy2

(x4+y2)2
,

角得 φ(x) = −x2。

（3)设 D为正向闭曲线 Cδ : x
4 + y2 = δ2所围区域,由已知条件及 ( 2 )∮

C

2xydx+ φ(x)dy
x4 + y2

=

∮
Cδ

2xydx− x2dy
x4 + y2

利用格林公式和对称性∮
Cδ

2xydx+ φ(x)dy
x4 + y2

=
1

δ2

∮
Cδ

2xydx− x2dy =
1

δ2

∫∫
D

(−4x)dxdy = 0
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11 第一届全国大学生数学竞赛预赛 (2009年非数学类)

一、填空题 (本题共 4个小题,每小题 5分,共 20分 )

(1)计算
∫∫

D

(x+y) ln(1+ y
x)√

1−x−y dxdy = _________,其中区域 D是由直线 x + y = 1与两坐标

轴所围三角形区域。

(2)设 f(x)是连续函数,且满足 f(x) = 3x2 −
∫ 2

0
f(x)dx− 2,则 f(x) = _________

(3)曲面 z = x2

2
+ y2 − 2平行平面 2x+ 2y − z = 0的切平面方程是 _________

(4)设函数 y = y(x)由方程 xef(y) = ey ln 29确定,其中 f 具有二阶导数,且 f ′ ̸= 1,则

d2y
dx2 = _________

二、( 5分 )求极限 limx→0

(
ex+e2x+···+enx

n

) e
x
,其中 n是给定的正整数

三、(15分)设函数 f(x)连续 , g(x) =
∫ 1

0
f(xt)dt,且 limx→0

f(x)
x

= A,A为常数,求 g′(x)

并讨论 g′(x)在 x = 0处的连续性。

四、(15分)已知平面区域 D = {(x, y) | 0 6 x 6 π, 0 6 y 6 π}, L为 D的正向边界,试

证: (1)
∮
L
xesin ydy − ye− sinxdx =

∮
L
xe− sin ydy − yesinxdx

(2)
∮
L
xesin ydy − ye− sinxdx > 5

2
π2

五、(10分)已知

y1 = xex + e2x, y2 = xex + e−x, y3 = xex + e2x − e−x

是某二阶常系数线性非齐次微分方程的三个解,试求此微分方程。

六、(10分)设抛物线 y = ax2 + bx+ 2 ln c过原点,当 0 6 x 6 1时, y > 0,又已知该拋

物线与 x轴及直线 x = 1所围图形的面积为 1
3
试确定 a, b, c,使此图形绕 x轴旋转一周而成

的旋转体的体积 V 最小。

七、(15分)已知 un(x)满足

u′n(x) = un(x) + xn−1ex, n = 1, 2, · · · ,

且 un(1) =
e
n
,求函数项级数

∑∞
n=1 un(x)之和。

八、( 10分)求 x→ 1−时,与
∑∞

n=0 x
n2
等价的无穷大量。
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11.1 参考答案

一、(1)解 取变换 u = x+ y, v = x,则 dxdy = |J |dudv = dudv,

原积分 =

∫ 1

0

du
∫ u

0

u lnu− u ln v√
1− u

dv =
16

15

(2)解令 a =
∫ 2

0
f(x)dx,则 f(x) = 3x2 − a− 2,两端积分解出 a = 4

3
,从而得⇒ f(x) =

3x2 − 10
3

（3）解 曲面的法向量为 n = (x, 2y,−1),则切点处的法向量平行于平面 2x+2y−z = 0

的法向量 (2, 2,−1),因此对应坐标成比例 2
x
= 2

2y
= −1

−1
,得切点为 (2, 1, 1),从而得切平面为

2x+ 2y − z − 5 = 0.

(4)解方程两端对 x求导可得 y′ = ef(y)
(1−f ′(y))ey ln 29 = 1

x(1−f ′(y)) ,再求导得

y′′ = −(1− f ′(y))− xf ′′(y)y′

x2 (1− f ′(y))2
= −(1− f ′(y))2 − f ′′(y)

x2(1− f(y))3

二、解

原式 = limexpx→0

{
e
x
ln
(
ex + e2x + · · ·+ enx

n

)}
= exp

{
lim
x→0

e (ln (ex + e2x + · · ·+ enx)− lnn)
x

}
其中大括号内的极限是 0

0
型未定式,由洛必达法则，有

lim
x→0

e (ln (ex + e2x + · · ·+ enx)− lnn)
x

= lim
x→0

e (ex + 2e2x + · · ·+ nenx)
ex + e2x + · · ·+ enx

=
e(1 + 2 + · · ·+ n)

n
=

(
n+ 1

2

)
e

于是

原式 = e
(
n+ 1

2

)
三、解 由题设,知 f(0) = 0, g(0) = 0。令 u = xt,得

g(x) =

∫ x
0
f(u)du
x

, x ≠ 0

而

g′(x) =
xf(x)−

∫ x
0
f(u)du

x2
, x ̸= 0

由导数的定义有

g′(0) = lim
x→0

∫ x
0
f(u)du
x2

= lim
x→0

f(x)

2x
=
A

2
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另外

lim
x→0

g′(x) = lim
x→0

xf(x)−
∫ x
0
f(u)du

x2
= lim

x→0

f(x)

x
− lim

x→0

∫ x
0
f(u)du
x2

= A− A

2
=
A

2
= g′(0)

从而知 g′(x)在 x = 0处连续

四、证法 1由于区域D为一正方形,可以直接用对坐标曲线积分的计算法计算。(1)左边

=
∫ π
0
πesinydy −

∫ 0

π
πe− sinxdx = π

∫ π
0

(
esinx + e− sinx) dx右边 =

∫ π
0
πe− sin ydy −

∫ 0

π
πesinxdx =

π
∫ π
0

(
esinx + e− sinx) dx所以∮

L

xesiny dy − ye− sinxdy =

∮
L

xe−sinydy − yesinxdx

（2)由泰勒公式得 esinx + e− sinx > 2 + sin2 x,故∮
L

xesinydy − ye− sinxdx = π

∫ π

0

(
esinx + e− sinx) dx > π

∫ π

0

(
2 + sin2 x

)
dx =

5

2
π2

证法 2（1）根据格林公式,将曲线积分化为区域 D上的二重积分∮
L
xesiny dy − ye− sinxdx =

∫∫
D

(
esin y + e− sinx) dσ∮

L
xe− sin ydy − yesinxdx =

∫∫
D

(
e− sin y + esinx

)
dσ

因为关于 y = x对称,所以∫∫
D

(
esiny + e− sinx) dσ =

∫∫
D

(
e−siny + esinx

)
dσ

故 ∮
L

xesinydy − ye− sinxdx =

∮
L

xe−sinydy − yesinxdx

(2)由 et + e−t = 2
∑∞

n=0
t2n

(2n)!
> 2 + t2,有∮

L

xesin ydy − ye− sinxdx =

∫∫
D

(
esin y + e− sinx) dσ =

∫∫
D

(
esinx + e− sinx) dσ > 5

2
π2

五、解 根据二阶线性非齐次微分方程解的结构的有关知识,由题设可知 2y1−y2−y3 =

e2x 与 y1 − y3 = e−x 是相应齐次方程两个线性无关的解,且 xex 是非齐次方程的一个特解,

因此可以用下述两种解法。解法 1设此方程式为

y′′ − y′ − 2y = f(x)

将 y = xex代入上式,得

f(x) = (xex)′′ − (xex)′ − 2xex = 2ex + xex − ex − xex − 2xex = ex − 2xex
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因此所求方程为 y′′ − y′ − 2y = ex − 2xex。解法 2设 y = xex + C1e2x + C2e−x是所求方程

的通解，由

y′ = ex + xex + 2C1e2x − C2e−x, y′′ = 2ex + xex + 4C1e2x + C2e−x

消去 C1, C2得所求方程为 y′′ − y′ − 2y = ex − 2xex

六、解因抛物线过原点,故 c = 1。由题设有∫ 1

0

(
ax2 + bx

)
dx =

a

3
+
b

2
=

1

3

即 b = 2
3
(1− a),而

V = π

∫ 1

0

(
ax2 + bx

)2 dx = π

(
1

5
a2 +

1

2
ab+

1

3
b2
)

= π

[
1

5
a2 +

1

3
a(1− a) +

1

3
× 4

9
(1− a)2

]
令

dV
da

= π

[
2

5
a+

1

3
− 2

3
a− 8

27
(1− a)

]
= 0

得 a = −5
4
,代人 b的表达式得 b = 3

2
,所以 y > 0。又因 d2V

da2

∣∣∣
a=− 5

2

= π
(
2
5
− 2

3
+ 8

27

)
= 4

135
π > 0

及实际情况,当 a = −5
4
, b = 3

2
, c = 1时,体积最小。

七、解 先解一阶常系数微分方程,求出 un(x)的表达式,然后再求
∑∞

n=1 un(x)的和。

由已知条件可知 u′n(x)− un(x) = xn−1ex是关于 un(x)的一个一阶常系数线性微分方程,故

其通解为

un(x) = e
∫
dx
(∫

xn−1exe−
∫
dxdx+ C

)
= ex

(
xn

n
+ C

)
由条件 un(1) =

e
n
,得 C = 0,故 un(x) =

xnex
n
,从而

∞∑
n=1

un(x) =
∞∑
n=1

xnex

n
= ex

∞∑
n=1

xn

n

s(x) =
∑∞

n=1
xn

n
,其收敛域为 [−1, 1),当 x ∈ (−1, 1)时,有

s′(x) =
∞∑
n=1

xn−1 =
1

1− x

故

s(x) =

∫ x

0

1

1− t
dt = − ln(1− x)

当 x = −1时
∞∑
n=1

un(x) = −e−1 ln 2
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于是,当 −1 6 x < 1时,有
∞∑
n=1

un(x) = −ex ln(1− x)

八、解
∫ +∞
0

xx
2dt 6

∑∞
n=0 x

n2 6 1 +
∫ +∞
0

xt
2dt,故有∫ +∞

0

xt
2dt =

∫ +∞

0

e−t2 ln
1
xdt =

1√
ln 1

x

∫ +∞

0

e−t2dt =
1

2

√
π

ln 1
x

∼ 1

2

√
π

1− x
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